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Рассматривается стохастическая нелинейная система первого порядка с одной динамической пе-

ременной, детерминированной силой и двумя взаимно коррелированными гауссовскими белыми шу-

мами, один из которых аддитивный, другой – мультипликативный. Для соответствующего стохастиче-

ского дифференциального уравнения используется произвольное исчисление, которое, в частности, 

включает исчисление Ито и исчисление Стратоновича. В виде квадратуры записывается точное вы-

ражение эффективного потенциала системы, которое раскладывается в ряд Маклорена. Из общих со-

ображений показывается, что индуцированные взаимно коррелированными гауссовскими белыми 

шумами переходы от одномодального вероятностного распределения состояния системы к двухмо-

дальному могут качественно описываться нормальной формой бифуркации типа вил, возмущаемой 

аддитивным гауссовским белым шумом. Еѐ явный вид получен для конкретного примера системы с 

линейной восстанавливающей силой и мультипликативным шумом, пространственная составляющая 

амплитуды которого является квадратичной при малых по абсолютной величине значениях динами-

ческой переменной и постоянной – при больших. Построенные графики как одноямного, так и двухъ-

ямного эффективного потенциала системы для точного выражения и разложенного в ряд хорошо со-

гласуются друг с другом в окрестности нуля – критической точки. Изучены зависимости бифуркаци-

онного параметра от параметров шумов. Установлено, что при варьировании коэффициента взаимной 

корреляции шумов или амплитуды мультипликативного шума бифуркационный параметр изменяет-

ся по линейному закону, а при варьировании амплитуды аддитивного шума – по нелинейному. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 
 

Современная динамика является междисципли-

нарной наукой, в которой изучается изменение состо-

яния систем со временем и его причины [1]. Она берет 

начало в законах Ньютона, опирается на теорию 

дифференциальных уравнений и затрагивает не 

только классическую механику и другие разделы 

физики, но и электронику, химию, биологию, эконо-

мику. Центральным понятием динамики служит 

динамическая система. Различают три типа еѐ пове-

дения: регулярное, хаотическое и стохастическое [2-4]. 

Стохастическая динамика свойственна системам, 

подверженным воздействию одного или нескольких 

источников шума. Причем последние вездесущи и 

порождаются дискретным строением материи [5], еѐ 

тепловым или турбулентным движением. В теорети-

ческих исследованиях широко применяется так 

называемый белый шум [4-6], для которого автокор-

реляция задаѐтся дельта-функцией, а спектр коле-

баний, соответственно, приобретает вид плато в бес-

конечном интервале частот. Он имеет бесконечную 

мощность и не может быть на практике реализован. 

Однако любой физический шум с плоским спектром 

в ограниченном диапазоне частот может быть хоро-

шо аппроксимирован белым шумом, если характер-

ные частоты динамической системы во много раз 

ниже максимальной шумовой частоты. Примеры: 

случайная сила, действующая на броуновскую ча-

стицу со стороны окружающих еѐ молекул жидкости 

(сила Ланжевена); флуктуации электрического 

напряжения на сопротивлении (шум Джонсона-

Найквиста) и многое другое. Ограниченный по ча-

стоте белый шум находит и практическое использо-

вание, например, в электронике при вычислении 

частотной характеристики линейных динамических 

систем – электронных фильтров, усилителей и т.п. 

[7-8]. Он в качестве зондирующего сигнала подается 

на вход такой системы. А пропуская выходной сигал 

через анализатор спектра, получают искомую зави-

симость. 

Обычно шум является помехой, он оказывает 

дезорганизующее воздействие на систему, приводя к 

размазыванию еѐ состояния около среднего значе-

ния. Однако в нелинейных динамических системах 

шум может играть конструктивную роль, как и в 

явлении индуцированных шумом переходов [6, 9-12], 

при которых плотность вероятности состояния систе-

мы не только расплывается, но и качественно 

трансформируется, например, из одномодальной в 

двухмодальную. Можно отметить, что важную роль 

при экспериментальном исследовании данного яв-

ления играют электронные аналоговые схемы 

[6, 12, 13], содержащие генераторы широкополосного 

гауссовского шума с постоянной спектральной плот-

ностью. 

Влияние мультипликативного и аддитивного 

шумов, их взаимной корреляции на форму вероят-

ностного распределения состояния некоторых аб-
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страктных динамических систем изучается в [14-16]. 

(Об абстрактных моделях написано, например, в 

[16,17]). В данной же работе мы записываем эффек-

тивный (вероятностный) потенциал и раскладываем 

его в степенной ряд в окрестности критической точ-

ки. Это позволяет переходам, индуцированным вза-

имно коррелированными шумами, придать не толь-

ко наглядности, но и исследовать их с помощью тео-

рии катастроф [6,12,18]. Согласно неѐ существует 

всего несколько форм разложений потенциальных 

функций в ряд Тейлора. Одной из них является 

катастрофа типа сборки, с которой связана бифурка-

ция типа вил. Примеры разложений в ряд Тейлора 

эффективных потенциалов для классических моде-

лей теории индуцированных шумом переходов – 

генетической модели [19] и модели Хонглера [20] – 

можно найти в работе [21]. 

 

2. МОДЕЛЬ 
 

Стохастическое дифференциальное уравнение 

динамической системы в общей форме имеет вид 

[14,15] 
 

      1 1 2 2( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )x t f x t g x t t t , (1) 

 

где x(t) – параметр состояния системы, является слу-

чайным процессом, точка – производная по времени 

t; f(x) – детерминированная сила, f(x)  V (x), V(x) – 

детерминированный потенциал, штрих – производ-

ная по x; 1(t) и 2(t) – мультипликативный и адди-

тивный гауссовские белые шумы с амплитудами σ1 и 

σ2 (σ1  0 и σ2  0, мы говорим «амплитуды» в том 

смысле, что их квадраты определяют интенсивности 

шумов), g(x) – пространственная составляющая ам-

плитуды мультипликативного шума (мультиплика-

тивный фактор). Средние значения шумов равняются 

нулю, корреляционные функции задаются выраже-

нием: 
 

   


     


1,
( ) ( ) ( )i j

i j
t t t t

r i j
, (2) 

 

где угловые скобки означают статистическое усред-

нение; (t) – дельта-функция Дирака; r – коэффици-

ент корреляции между шумами, |r|  1. 

Все величины в (1) безразмерные. Для параметра 

состояния системы принимаются естественные гра-

ничные условия, т.е. x(t)  (∞, ∞). Для мультиплика-

тивного шума вводится параметр ,   [0, 1], кото-

рый устанавливает исчисление стохастического диф-

ференциального уравнения. В частности, значение 

  0 соответствует исчислению Ито, значение   1/2 

– исчислению Стратоновича. 

Уравнение (1) имеет первый порядок. Если x(t) – 

координата частицы, например броуновской, тогда еѐ 

скорость пропорциональна силе. Это случай так 

называемого сильного затухания. Он соответствует 

одномерному движению в достаточно вязкой среде, 

при котором инерционными свойствами частицы 

можно пренебречь. Если x(t) трактуется как скорость 

частицы, тогда уже еѐ ускорение пропорционально 

силе, что согласуется с хорошо известным вторым 

законом динамики Ньютона. В электронных генера-

торах x(t) – это сила тока, в химической кинетике – 

концентрация реагента, в динамике биологической 

популяции – еѐ численность, примеры можно приво-

дить и далее. 

Равновесная плотность вероятности того, что 

x(t)  x при t  ∞ для системы (1)—(2), имеет вид 
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где N – константа нормировки, определяемая из 

условия 



 ( ) 1P x ; 2B(x) – коэффициент диффузии, 

равный 
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Здесь величины 2
1 2  и 2

2 2  – интенсивности 

мультипликативного и аддитивного шумов. 

 

3. МЕТОД 
 

Для нахождения эффективного потенциала пе-

рейдем от уравнения (1) с двумя шумами, учитывая 

их характеристики (2), к статистически эквивалент-

ному стохастическому дифференциальному уравне-

нию с одним аддитивным шумом: 
 

 ( ) ( ( )) ( )x t U x t t   , (5) 
 

где U(x) – эффективный потенциал, является детер-

минированной функцией; (t) – гауссовский белый 

шум с нулевым средним значением и корреляцион-

ной функцией 〈(t)(t)〉  (t  t). При этом амплиту-

да эффективного шума (t) принимается равной 

единице: все параметры системы (1)—(2) входят в 

эффективный потенциал U(x). Уравнение (5) описы-

вает одномерное движение воображаемой броунов-

ской частицы во внешнем силовом поле с потенциа-

лом U(x) в приближении сильного затухания. Равно-

весная плотность вероятности для еѐ координаты x 

подчиняется экспоненциальному распределению 

Больцмана: 
 

 2 ( )( ) U xP x Ne . (6) 
 

Приравнивая правые части выражений (3) и (6), 

выразим эффективный потенциал: 
 

    
0

1 ( ) 1
( ) (1 ) ln ( )

2 ( ) 2

x f y dy
U x B x

B y
. (7) 

 

Он определяется с точностью до произвольной кон-

станты. Если амплитуда мультипликативного шума 

равняется нулю (1  0), тогда выражения (7) и (6), 

соответственно, примут вид 
 

 
2
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2
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.  

 

В этом случае потенциалы, эффективный U(x) и де-

терминированный V(x), качественно одинаковые. 

Для аддитивного теплового шума его интенсивность 
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2
2 2  пропорциональна абсолютной температуре. 

Разложим эффективный потенциал (7) в ряд по 

степеням x в окрестности точки x  0 по формуле 

Маклорена: 
 

 
0

( )
n

k
k

k

U u xx


  , (8) 

 

где uk  U(k)(0)/k! (верхний индекс в круглых скобках 

обозначает порядок производной). Мы полагаем, что 

при индуцированных шумами переходах качествен-

ные изменения равновесной плотности вероятности 

системы, а значит и эффективного потенциала, про-

исходят локально в окрестности точки x  0 (если же 

это не так, то можно выполнить соответствующее 

преобразование координаты). Запишем первую про-

изводную эффективного потенциала (7): 
 

  
( )

( )
2 ( )

F x
U x

B x
, (9) 

 

где F(x)  f(x) + (1  )B (x). Для дальнейшего вы-

числения производных высших порядков от U(x) 

можно или последовательно дифференцировать вы-

ражение (9), или использовать формулу Лейбница 

для k-ой производной произведения двух функций 

[22]: 
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m

U x C F x
B x
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где m
kC  – биномиальный коэффициент. 

В данной работе рассматриваются такие индуци-

рованные шумами переходы, при которых равновес-

ная плотность вероятности системы из одномодаль-

ной (с одним максимумом) превращается в двухмо-

дальную (с двумя максимумами), а эффективный 

потенциал, соответственно, из одноямного – в двухъ-

ямный. Поэтому мы ожидаем, что в разложении (8) 

для качественного описания можно ограничиться 

членом четвертого порядка. Из (10) следует 
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где F  F(x) и B  B(x). Принимая во внимание (9) и 

(11), ограничимся первыми четырьмя производными 

коэффициента диффузии (4): 
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где g  g(x). 

Выражения (4), (9), (11) и (12) позволяют выразить 

коэффициенты uk степенного ряда (8) при n  4 непо-

средственно через детерминированную силу f(x) и 

мультипликативный фактор g(x), входящие в урав-

нение (1). Прежде чем конкретизировать их вид, 

сделаем предположение о симметрии равновесной 

плотности вероятности системы: P(x)  P(x). Еѐ гра-

фик симметричен относительно оси ординат. В этом 

случае значения в точке x  0 нечетных производных 

эффективного потенциала U(x) равняются нулю. 

Поэтому 
 

 U(x) ~ u2x
2 + u4x

4, x << 1 (13) 
 

(здесь полагается, что U(0)  0). Коэффициент u2 

принимает как положительные, так и отрицательные 

значения. При u2  0 эффективный потенциал U(x) 

является одноямным с минимумом в точке x  0, при 

u2  0 – двухъямным с локальным максимумом в 

нуле. Типичным примером потенциала вида (13) 

служит потенциал Ландау-Гинзбурга, применяемый 

в теории равновесных фазовых переходов. Таким 

образом, коэффициент u2 определяет форму эффек-

тивного потенциала и играет роль бифуркационного 

параметра с критическим значением u2cr  0. При 

этом неравновесные переходы, индуцированные 

взаимно коррелированными шумами, могут быть 

качественно описаны нормальной формой бифурка-

ции типа вил, возбуждаемой аддитивным гауссов-

ским белым шумом. 

 

4. ПРИМЕР 
 

Рассмотрим конкретный пример системы (1)—(2): 
 

 
2

2
( ) , ( )

1

x
f x x g x

x
  


. (14) 

 

Детерминированная сила f(x) принимается линейной 

восстанавливающей. Соответствующий детерминиро-

ванный потенциал V(x) параболический (одноям-

ный). Функции в (14) не содержат каких-либо пара-

метров. Тем самым система (1)—(2) в данном примере 

характеризуется четырьмя параметрами: σ1, σ2, r, . 

Можно показать, что любые дополнительные пара-

метры будут избыточны: выполнив соответствующие 

преобразования координаты и времени, задача све-

дѐтся к указанному их числу. 

Коэффициенты u2 и u4 в (13) являются функция-

ми четырех аргументов. Для нахождения их явного 

вида запишем первые три производные для f(x) и 

первые четыре – для g(x): 
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Вычисляя значения выражений (14) и (15), (4) и (12), 

(9) и (11) при x  0, получим 
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Из (16) следует, что при 1 + 2(1  )r12  0 эффекти-

вный потенциал одноямный, иначе – двухъямный. 

Данное условие полностью согласуется с 

полученным ранее [14,16] из других соображений. 

Графики эффективного потенциала данной системы 

представлены на рис. 1, бифуркационного парамет-

ра u2 – на рис. 2. 

 
 

Рис. 1 – Графики эффективного потенциала для точного 

выражения (7) (сплошная линия) и разложения в ряд Мак-

лорена (13) с коэффициентами (16) и (17) (пунктирная 

линия) в исчислении Стратоновича (  1/2) при постоян-

ных амплитудах шумов (1  2 и 2  1) и изменяемом ко-

эффициенте взаимной корреляции: (1) r  0.5 (u2  0); 

(2) r  0.5 (u2  0); (3) r  0.9 (u2  0) 
 

Зависимость бифуркационного параметра u2 от 

коэффициента взаимной корреляции r при постоян-

ных амплитудах шумов 1 и 2 является линейной 

неубывающей (см. Рис. 2a). Чем больше амплитуда 

мультипликативного шума 1 (при фиксированной 

амплитуде 2), тем больше угол наклона прямой 

u2(r). При этом существует такое пороговое значение 

1cr  1[2(1  )2] (ему соответствует прямая 2), что 

при 1  1cr ни при каком значении r бифуркацион-

ный параметр u2 не будет отрицательным, т.е. в этом 

случае изменение коэффициента взаимной корреля-

ции шумов не приводит к качественному изменению 

одномодального распределения состояния системы. 

При 1  1cr существует такое отрицательное поро-

говое значение rcr  1cr 1 (точка B на прямой 3), 

что при r  rcr бифуркационный параметр u2 поло-

жительный, а при r  rcr – отрицательный, т.е. при 

r  rcr происходит переход от одномодального рас-

пределения состояния системы к двухмодальному 

(эффективный потенциал трансформируется, соот-

ветственно, из одноямного в двухъямный как на 

Рис. 1). При этом чем больше 1, тем больше (по мо-

дулю меньше) rcr, причѐм rcr  0 при 1  . Отме-

тим, что при увеличении амплитуды аддитивного 

шума 2 при фиксированной амплитуде мультипли-

кативного шума 1 угол наклона прямой u2(r), 

наоборот, уменьшается, но при этом также уменьша-

ется высота еѐ точки пересечения с вертикальной 

осью ординат [см. выражение (16)]. 

 
 

а 
 

 
 

б 
 

 
 

в 
 

Рис. 2 – Графики бифуркационного параметра u2 для 

исчисления Стратоновича (  1/2) в зависимости от: 

(а) коэффициента взаимной корреляции при 2  1 и 1  0 

(прямая 1), 1  1 (прямая 2), 1  2 (прямая 3), 1  3 (пря-

мая 4), 1  4 (прямая 5); (б) амплитуды мультипликативно-

го шума при 2  1 и r  1 (прямая 1), r  0.5 (прямая 2), 

r  0 (прямая 3), r  –0.5 (прямая 4), r  –1 (прямая 5); (в) 

амплитуды аддитивного шума при 1  1 и r  1 (кривая 1), 

r  0.5 (кривая 2), r  0 (кривая 3), r  –0.5 (кривая 4), r  –1 

(кривая 5). Для значений u2 из верхней полуплоскости 

(u2  0) эффективный потенциал одноямный, из нижней – 

двухъямный. Точки A, B, C соответствуют кривым 1, 2, 3 на 

рис. 1 
 

Зависимость бифуркационного параметра u2 от 

параметра 1 при постоянных параметрах r и 2 

является также линейной (см. Рис. 2b). Причѐм еѐ 

характер определяется коэффициентом взаимной 

корреляции: при r  0 – возрастающий, при r  0 – 

убывающий, при r  0 – ни возрастающий, ни убы-

вающий (прямая 3). Таким образом, существует та-

кое пороговое значение rcr  0, что при r  rcr (поло-
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жительная взаимная корреляция) ни при каком 

значении амплитуды мультипликативного шума 1 

бифуркационный параметр u2 не изменяет свой 

положительный знак на отрицательный. При r  rcr 

(отрицательная взаимная корреляция) существует 

такое пороговое значение 1cr  1[2(1  )r2], что 

при 1  1cr параметр u2 положительный, а при 

1  1cr – отрицательный. Следовательно, при 

1  1cr происходит одномодальный-двухмодальный 

переход. Причѐм 1cr   при r  0. 

Наконец, зависимость бифуркационного пара-

метра u2 от амплитуды аддитивного шума 2 при 

постоянных параметрах r и 1, в отличие от рассмот-

ренных ранее, нелинейная (см. Рис. 2c). Еѐ асимпто-

тика при 2   имеет вид 
 

 u2 ~ 
  








 2

2
2

1( ) , 0

1 (2 ), 0

1    r

r

r
  

 

т.е. для больших значений 2 параметр u2 стремится 

к нулю: сверху, если взаимная корреляция неотри-

цательная, и снизу, если она отрицательная. Таким 

образом, существует такое пороговое значение rcr  0, 

что при r  rcr для любых значений амплитуды адди-

тивного шума 2 бифуркационный параметр u2 по-

ложительный. В этом случае зависимость u2(2) мо-

нотонно убывающая. Если же r  rcr, существует та-

кое пороговое значение 2cr  1[2(1  )r1], что 

u2  0 при 2  2cr и u2  0 при 2  2cr, т.е. при 

2  2cr в системе совершается одномодальный-

двухмодальный переход. Для случая отрицательной 

взаимной корреляции зависимость u2(2) немонотон-

ная с минимумом в точке 2 1    1 1   [( ) ]m r     и 

2 2 2
2 1(1 ) 2mu r    . По мере увеличения 1 он 

смещается в область малых значений 2 и становит-

ся более глубоким. 

В завершение несколько слов о коэффициенте u4 

(17). В идеале он должен оставаться положитель-

ным, как, например, при r  0. Но в случае r  0 

найдутся такие значения для 1 и 2, при которых u4 

изменит свой знак, т.е. приближенный эффективный 

потенциал (13) опрокинется, что на самом деле не 

происходит согласно его точному выражению (7). Но 

если данная особенность в разложении U(x) и 

наблюдается, то за пределами малой окрестности 

критической точки x  0. Отметим, что изменение 

знака слагаемого 4-ой степени в разложении эффек-

тивного потенциала возможно и для генетической 

модели [18]. 

 

5. ВЫВОДЫ 
 

В рамках метода эффективного потенциала из 

общих соображений показано, что одномодальные-

двухмодальные переходы, индуцированные взаимно 

коррелированными гауссовскими белыми шумами, 

один из которых аддитивный, другой – мультипли-

кативный, могут качественно описываться нормаль-

ной формой бифуркации типа вил, возмущаемой 

аддитивным гауссовским белым шумом. Еѐ явный 

вид для системы с линейной восстанавливающей 

силой и мультипликативным фактором, квадратич-

ным при малых по абсолютной величине значениях 

динамической переменной и постоянным – при 

больших, получен впервые. Установлено, что при 

варьировании коэффициента взаимной корреляции 

шумов или амплитуды мультипликативного шума 

бифуркационный параметр изменяется по линейно-

му закону, а при варьировании амплитуды аддитив-

ного шума – по нелинейному. 
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Transitions induced by cross-correlated Gaussian white noises: 

an effective potential approach 
 

A.N. Vitrenko 
 

Sumy State University, 2, Rimsky Korsakov Str., 40007 Sumy, Ukraine 

 
We consider a first-order one-variable stochastic nonlinear system with a deterministic force and two 

cross-correlated Gaussian white noises, one of them is additive, and the other is multiplicative. We use an 

arbitrary interpretation of the corresponding stochastic differential equation that includes in particular 

the Ito interpretation and the Stratonovich one. We write an exact expression for the effective potential for 

the system in the form of a quadrature, which is expanded into Maclaurin series. It is shown from general 

considerations that transitions from unimodal to bimodal probability distribution of the system state in-

duced by cross-correlated Gaussian white noises can be qualitatively described by the normal form of the 

pitchfork bifurcation perturbed by additive Gaussian white noise. Its explicit expression is obtained for a 

concrete example of the system with a linear restoring force and multiplicative noise, whose state-

dependent amplitude is quadratic for small absolute values of the dynamic variable and constant for large 

ones. We plot graphs of both single-well and double-well effective potentials of the system using the exact 

expression and the power series approximation. They are in good agreement with each other in the vicinity 

of the critical point (origin). Relations between the bifurcation parameter and the noise parameters are in-

vestigated. It is determined that the bifurcation parameter changes linearly as the cross-correlation coeffi-

cient of the noises or the amplitude of the multiplicative noise are varied, and it changes nonlinearly as the 

amplitude of the additive noise is varied. 
 

Keywords: Stochastic dynamical system, Gaussian white noise, Additive noise, Multiplicative noise, Cross-

correlation, Noise-induced transitions, Bimodal probability distribution, Double-well potential, Pitchfork 

bifurcation 

 

 

Переходи, індуковані взаємно корельованими гаусівськими білими шумами: 

метод ефективного потенціалу 
 

А.М. Вітренко 
 

Сумський державний університет, вул. Римського-Корсакова, 2, 40007 Суми, Україна 

 
Розглядається стохастична нелінійна система першого порядку з однією динамічною змінною, де-

термінованою силою та двома взаємно корельованими гаусівськими білими шумами, один з яких ади-

тивний, інший – мультиплікативний. Для відповідного стохастичного диференціального рівняння 

використовується довільне числення, яке, зокрема, включає числення Іто та числення Стратоновича. 

У вигляді квадратури записується точний вираз ефективного потенціалу системи, який розкладається 

в ряд Маклорена до четвертого порядку включно. Із загальних міркувань показується, що індуковані 

взаємно корельованими гаусівськими білими шумами переходи від одномодального (з одним макси-

мумом – модою) імовірнісного розподілу стану системи до двомодального (з двома максимумами) мо-

жуть якісно описуватися нормальною формою біфуркації типу вил, що збурюється єдиним адитивним 

гаусівським білим шумом. Її явний вид отримано для конкретного прикладу системи з лінійною від-

новлювальною силою та мультиплікативним шумом, просторова складова амплітуди якого є квадра-

тичною при малих за абсолютною величиною значеннях динамічної змінної й постійною – при вели-

ких. Побудовані графіки як одноямного, так і двох’ямного ефективного потенціалу системи для точно-

го виразу і розкладеного в степеневий ряд добре узгоджуються один з одним в околі нуля – критичної 

точки. Вивчено залежності біфуркаційного параметра від параметрів шумів. Встановлено, що при ва-

ріюванні коефіцієнта взаємної кореляції шумів або амплітуди мультиплікативного шуму біфуркацій-

ний параметр змінюється за лінійним законом, а при варіюванні амплітуди адитивного шуму – за не-

лінійним. 
 

Ключові слова: Стохастична динамічна система, Гаусівський білий шум, Адитивний шум, Мультип-

лікативний шум, Взаємна кореляція, Індуковані шумом переходи, Двомодальний розподіл імовірнос-

тей, Двох’ямний потенціал, Біфуркація типу вил 
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