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Побудовано самоузгоджену кубічно-нелінійну теорію мультигармонічних двопотокових супергете-

родинних лазерів на вільних електронах (ДСЛВЕ) клістронного типу з гвинтовими релятивістськими 

електронними пучками (РЕП). Досліджено режим роботи, у якому перша гармоніка електромагнітно-

го сигналу багато менша  за критичну частоту двопотокової нестійкості. Ураховані множинні трихви-

льові резонансні взаємодії гармонік хвиль різного типу. Показано, що використання гвинтових пучків 

у ДСЛВЕ клістронного типу дозволяє одержати потужний мультигармонічний електромагнітний сиг-

нал з більш широким спектром порівняно з ДСЛВЕ, які використовують прямолінійні пучки. 

З’ясовано, що у ДСЛВЕ із гвинтовими РЕП темпи зростання електромагнітних хвиль є істотно вищи-

ми, а довжини насичення меншими порівняно з пристроями, які використовують прямолінійні РЕП. 

Це дозволяє зменшити поздовжні габарити таких ДСЛВЕ. Продемонстровано перспективність вико-

ристання ДСЛВЕ клістронного типу із гвинтовими РЕП для формування потужних мультигармоніч-

них електромагнітних хвиль із широким частотним спектром. 
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1. ВСТУП 
 

Двопотокові супергетеродинні лазери на вільних 

електронах (ЛВЕ) виокремлюються серед інших ти-

пів ЛВЕ високими темпами підсилення електромаг-

нітних хвиль [1-18]. Такі темпи підсилення обумов-

лені використанням ефекту супергетеродинного під-

силення [1-3], у якому як додатковий механізм під-

силення використовується двопотокова нестійкість. 

Ця нестійкість має високі інкременти зростання, 

тому підсилення електромагнітних хвиль у ДСЛВЕ є 

значним. 

Відзначимо, що двопотокова нестійкість також 

характеризується лінійною дисперсійною характери-

стикою [1, 13, 17-19]. Тому умова трихвильової пара-

метричної резонансної взаємодії виконується для 

великої кількості гармонік хвилі просторового заря-

ду (ХПЗ), частоти яких менше критичної частоти 

двопотокової нестійкості. У результаті цього збуджу-

ється велика кількість гармонік, які, до того ж, під-

силюються за рахунок двопотокової нестійкості. У 

підсумку відбувається формування мультигармоніч-

ної ХПЗ із аномальною ділянкою спектра, у якому 

гармоніки з більш високими частотами мають більші 

амплітуди. Далі, використовуючи стандартний для 

ЛВЕ механізм параметричної резонансної взаємодії 

з поперечним магнітним полем накачки, енергія 

ХПЗ перетворюється в енергію потужного мультига-

рмонічного електромагнітного сигналу з широким 

частотним спектром. Таким чином, виникає можли-

вість реалізації лазерів на вільних електронах ново-

го типу, основним призначенням яких є формування 

потужних мультигармонічних електромагнітних 

хвиль. Такі мультигармонічні ДСЛВЕ здатні ство-

рювати потужні ультракороткі кластери електрома-

гнітного поля [1, 13, 17], можуть мати широке прак-

тичне застосування для ряду фундаментальних та 

прикладних задач в області фізики, хімії, біології, 

медицини. 

Процеси формування мультигармонічних елект-

ромагнітних хвиль у ДСЛВЕ клістронного типу із 

прямолінійними релятивістськими електронними 

пучками (РЕП) раніше були вивчені у [17]. Як пока-

зали подальші дослідження, гвинтові двопотокові 

РЕП здатні генерувати ХПЗ із більш широким час-

тотним спектром і з більшими інкрементами зрос-

тання порівняно із прямолінійними двопотоковими 

РЕП [18, 19]. Виходячи із цього варто припустити, 

що використання гвинтових РЕП у мультигармоніч-

них ДСЛВЕ дозволить одержати у таких пристроях 

потужну електромагнітну хвилю з більш широким 

спектром і з меншими поздовжніми габаритами. Цій 

проблемі саме й присвячена подана стаття. У роботі 

в кубічному нелінійному наближенні проведений 

аналіз динаміки формування мультигармонічних 

електромагнітних хвиль у ДСЛВЕ клістронного ти-

пу, які використовують гвинтові двопотокові РЕП. 

Показано, що використання гвинтових РЕП дозволяє 

одержати потужний електромагнітний сигнал з 

більш широким спектром порівняно з ДСЛВЕ, який 

використовує прямолінійні пучки. 

Варто також сказати, що гвинтові електронні пуч-

ки використовуються у двопотокових супергетеродин-

них ЛВЕ досить давно. Однак режими роботи таких 

пристроїв, коли формуються потужні електромагнітні 

хвилі із широким частотним спектром, у кубічному 

нелінійному наближенні раніше вивчені не були.  
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2. МОДЕЛЬ МУЛЬТИГАРМОНІЧНОГО ДВО-

ПОТОКОВОГО СУПЕРГЕТЕРОДИННОГО 

ЛВЕ КЛІСТРОННОГО ТИПУ З ГВИНТОВИМ 

РЕП 
 

Розглядаємо наступну модель мультигармонічно-

го ДСЛВЕ клістронного типу із гвинтовим двопото-

ковим електронним пучком (рис. 1). Такий ДСЛВЕ 

складається із трьох секцій: секції модуляції I, про-

літної секції II і прикінцевої секції III. Уздовж осі 

приладу Z  (рис. 1) рухається гвинтовий двопотоко-

вий РЕП 1, послідовно проходячи через всі секції 

пристрою. Гвинтовий двопотоковий РЕП знаходить-

ся у фокусувальному магнітному полі з індукцією 

0B , яке спрямоване уздовж осі Z  приладу. Пучок 1 

складається із двох парціальних взаємно-проникних 

гвинтових електронних потоків із близькими за зна-

ченням парціальними релятивістськими швидкос-

тями 1 , 2  ( 2121 ,  ). Швидкості електронів 

цих пучків спрямовані під кутом   відносно фокусу-

вального магнітного поля з індукцією 0B . Плазмові 

частоти парціальних електронних пучків приймаємо 

однаковими ppp   21  виходячи з того, що най-

більші інкременти зростання двопотокової нестійко-

сті у гвинтових двопотокових РЕП реалізуються саме 

за цих умов [19]. Приймаємо, що просторовий заряд 

пучка є скомпенсованим, у поперечній площині пу-

чок є однорідним, тепловим розкидом і зіткненнями 

електронів нехтуємо.  

На вхід секції модуляції I, у якій створене періо-

дичне реверсивне поперечне циркулярно-

поляризоване Н-убітронне магнітне поле з індукцією 

I,2B  (позиція 2 на рис. 1), подається монохроматич-

ний електромагнітний сигнал з напруженістю елек-

тричного поля I,1E , частотою 1,1  й хвильовим чис-

лом 1,1k . Основним призначенням секції модуляції I 

є збудження у гвинтовому двопотоковому РЕП 1 

хвилі просторового заряду. У поданій роботі вивчає-

мо випадок, коли на вхід модулятора I подається 

монохроматичний сигнал },{ 1,1,1,1 k . Тому магнітне 

поле модулятора з індукцією I,2B  в секції I вибирає-

мо монохроматичним з періодом ондуляції 1,2 . У 

результаті трихвильового параметричного резонансу 

монохроматичної хвилі сигналу },{ 1,1,1,1 k  з монох-

роматичним магнітним полем модулятора I у двопо-

токових електронному пучку збуджується хвиля про-

сторового заряду з напруженістю електричного поля 

I,3E , частотою 1,3  й хвильовим числом 1,3k .  

Далі промодульований електронний пучок 1 вхо-

дить у пролітну секцію II, електромагнітна хвиля 

сигналу },{ 1,1,1,1 k  на вході в цю секцію поглинаєть-

ся. Основним призначенням пролітної секції II є під-

силення й інтенсивне збудження вищих гармонік 

ХПЗ як за рахунок множинних трихвильових резо-

нансних взаємодій гармонік ХПЗ, так і за рахунок 

двопотокової нестійкості. Для реалізації ефективного 

збудження вищих гармонік ХПЗ частоту першої га-

рмоніки ХПЗ 1,3  вибираємо багато меншою крити-

чної частоти двопотокової нестійкості cr . Завдяки 

цьому всі гармоніки, частота яких менше критичної 

частоти cr  будуть підсилюватися за рахунок двопо-

токової нестійкості. Також ураховуємо, що хвилі 

ХПЗ, які зростають за рахунок двопотокової нестій-

кості, характеризуються лінійною дисперсійною за-

лежністю. Тому між гармоніками хвиль ХПЗ вини-

кає велика кількість трихвильових параметричних 

резонансних взаємодій, про які говоримо як про 

множинні резонансні взаємодії. Це призводить до 

інтенсивного збудження й підсилення гармонік хви-

лі ХПЗ. Відзначимо, що у випадку вибору частоти 

першої гармоніки ХПЗ 1,3  багато меншої критичної 

частоти двопотокової нестійкості cr  інкремент зрос-

тання гармонік ХПЗ буде збільшуватися зі збіль-

шенням номера гармоніки аж до оптимальної часто-

ти cropt 8/3   , яка відповідає максимальному 

інкременту зростання [19]. Через це в пролітній сек-

ції II стає можливим формування ХПЗ із широким 

частотним спектром і аномальною ділянкою, у якій 

більш високі гармоніки мають більші амплітуди.  
 

 
 

Рис. 1 – Схема мультигармонічного ДСЛВЕ-клістрона Н-

убітронного типу із гвинтовим двопотокових РЕП  
 

Після проходження пролітної секції II гвинтовий 

РЕП, у якому збуджені вищі гармоніки ХПЗ, спря-

мовується на вхід прикінцевої секції III. Основним 

призначенням прикінцевої секції III є перетворення 

мультигармонічної хвилі просторового заряду в по-

тужну мультигармонічну електромагнітну хвилю 

сигналу. Для цього у прикінцевій секції створене 

мультигармонічне Н-убітронне поле 3 з індукцією 

III,2B . Завдяки параметричним резонансам між гар-

моніками хвилі ХПЗ і гармоніками мультигармоніч-

ного поля накачки III,2B  відбувається генерація му-

льтигармонічного електромагнітного сигналу з на-

пруженістю III,1E  і його підсилення. Фактично, тут 

відбувається зворотне перетворення енергії мульти-

гармонічної хвилі ХПЗ в енергію мультигармонічно-

го електромагнітного сигналу III,1E . При цьому для 

кожної з гармонік мультигармонічної ХПЗ викону-

ється умова параметричного резонансу з відповід-

ними гармоніками поля накачки й електромагнітно-

го сигналу.  

Змінюючи параметри полів накачки III,2B , I,2B , 

частоту першої гармоніки вхідного сигналу I,1E , до-

вжину пролітної секції, можемо керувати формою 
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спектра ХПЗ, а значить і формою спектра потужного 

мультигармонічного електромагнітного сигналу на 

виході ДСЛВЕ, у тому числі, і створювати ультрако-

роткий кластер електромагнітного поля. 

Порівнюючи секцію модуляції електронного пуч-

ка й прикінцеву секцію, бачимо, що з формальної 

точки зору їх можна вважати подібними. Головні 

відмінності між ними стосуються форми спектра на-

качки та граничних умов. Якщо на вході в секцію 

модуляції амплітуди всіх гармонік ХПЗ дорівнюють 

нулю, а амплітуда, принаймні, однієї з гармонік си-

гналу задається ненульовою, то в прикінцевій секції 

ми маємо зворотну ситуацію: на вході ненульовими 

задаються гармоніки ХПЗ, тоді як всі гармоніки сиг-

налу дорівнюють нулю. Тому як для секції модуля-

ції, так і для прикінцевої секції використовуємо одну 

і ту саму теоретичну модель, у якій, у загальному 

випадку, поля електромагнітного сигналу, накачки 

й ХПЗ подаємо мультигармонічними  
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У співвідношеннях (1) mxE ,1 , myE ,1  mE ,1 , myB ,1 , 

mxB ,1 , myB ,2 , mxB ,2 , mzE ,3  – проекції амплітуд m-х 

гармонік відповідних полів, zyx eee ,,  – орти осей X , 

Y  і Z ;  
 

 zktmzktp mmmm  ,1,,,,    (2) 

 

їх фази (індекс  приймає значення 1, 2 і 3); 

1,,   mm   – їх частоти ( 01,2  ) і mk ,  – хвильові 

числа. З огляду на те, що досліджувана система та-

кож знаходиться у постійному поздовжньому фоку-

сувальному магнітному полі zB eB 00  , результуючі 

електричні й магнітні поля в ДСЛВЕ запишемо у 

вигляді 
 

 31 EEE  ,   210 BBBB  .  (3) 

 

3. МНОЖИННІ ТРИХВИЛЬОВІ ПАРАМЕТРИ-

ЧНІ РЕЗОНАНСИ 
 

У досліджуваній системі реалізуються три групи 

множинних трихвильових параметричних резонанс-

них взаємодій: 1) множинні параметричні резонанси 

між гармоніками хвилі просторового заряду у всіх 

секціях пристрою, 2) множинні трихвильові взаємо-

дії між мультигармонічними полями електромагніт-

ної хвилі, магнітного поля накачки й хвилі просто-

рового заряду в прикінцевої секції, 3) між гармоні-

ками електромагнітної хвилі сигналу в прикінцевої 

секції.  

Перша група множинних параметричних резо-

нансних взаємодій між гармоніками хвилі просторо-

вого заряду виникає через лінійність дисперсійної 

характеристики хвилі ХПЗ [1, 13, 17-19]. Це означає, 

що для будь-якої m-ї гармоніки ХПЗ частота m,3  й 

хвильове число mk ,3  пов'язані із частотою 1,3  й хви-

льовим числом 1,3k  першої гармоніки співвідношен-

ням:  
 

 1,3,3  mm , 1,3,3 kmk m  .  (4) 

 

Це приводить до того, що для того, щоб m1, m2 й m3 

гармоніки ХПЗ взаємодіяли одна з одною через ме-

ханізм трихвильового параметричного резонансу 
 

 3,32,31,3 mmm ppp   (5) 

 

номера гармонік повинні бути пов’язані між собою 

співвідношенням: 
 

 321 mmm  . (6) 

 

Цій умові задовольняють величезна кількість га-

рмонік. Наприклад, 10-а гармоніка бере участь у 

таких трихвильових резонансних взаємодіях 

10  1 + 9, 10  2 + 8, …, 10  11 – 1, 10  12 - 2 і так 

далі.  

Друга група множинних резонансних взаємодій 

пов'язана із трихвильовими параметричними взає-

модіями між гармоніками електромагнітної хвилі 

сигналу, накачки й ХПЗ і реалізується в прикінцевої 

секції мультигармонічного ДСЛВЕ клістронного ти-

пу. Це обумовлено тим, що мультигармонічні поля 

накачки й електромагнітної хвилі сигналу в цьому 

діапазоні частот, також як і хвиля ХПЗ, характери-

зуються лінійними дисперсійними залежностями: 
 

 1,2,2 mkk m  , 01,2  , (7) 

 1,1,1  mm , cmck mm // 1,1,1,1   .  (8) 

 

Тому в прикінцевої секції ДСЛВЕ для кожної 

трійки m-х гармонік сигналу, накачки й зростаючої 

ХПЗ мають місце трихвильові резонанси, умови яких 

мають вигляд  
 

 mm ,1,3   , mmm kkk ,2,1,3   або mmm ppp ,2,1,3  .(9) 

 

Третя група множинних резонансних взаємодій 

між гармоніками електромагнітної хвилі сигналу 

обумовлена лінійною дисперсійною залежністю еле-

ктромагнітної хвилі сигналу в цьому діапазоні час-

тот (8). Це означає, що умови трихвильової парамет-

ричної взаємодії між m1, m2 й m3 гармоніками елек-

тромагнітного сигналу, аналогічно як і для хвилі 

ХПЗ, визначаються співвідношенням (6) або ж 
 

 3,12,11,1 mmm ppp   (10) 

 

Таким чином, для гармонік електромагнітної 

хвилі сигналу також мають місце множинні трихви-

льові параметричні резонансні взаємодії. На відміну 

від хвилі ХПЗ для електромагнітної хвилі сигналу 

відсутній додатковий механізм підсилення (зростаю-

ча ХПЗ підсилюється також і за рахунок двопотоко-

вої нестійкості).  
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4. СИСТЕМА КУБІЧНО-НЕЛІНІЙНИХ РІВ-

НЯНЬ ДЛЯ КОМПЛЕКСНИХ АМПЛІТУД 

ХВИЛЬ 
 

Побудувавши нелінійну теорію множинних взає-

модій хвиль сигналу, накачки й ХПЗ в прикінцевій 

секції ми можемо її використати для аналізу нелі-

нійних процесів також і в секції модуляції, і в пролі-

тній секції. При цьому в секції модуляції ми прий-

маємо, що на вхід подається монохроматична елект-

ромагнітна хвиля, а хвиля просторового заряду на 

вході відсутня. У пролітній секції, навпаки, на вході 

є тільки хвиля ХПЗ, а накачка й хвиля сигналу від-

сутні.  

Як вихідні рівняння для аналізу множинних вза-

ємодій хвиль в прикінцевої секції використовуємо 

релятивістське квазігідродинамічне рівняння [1], 

рівняння неперервності й рівняння Максвелла. Зіт-

кненнями електронів між собою та їх розкидом за 

швидкостями нехтуємо. Модель уважаємо поперечно 

однорідною. Тоді релятивістське квазігідродинаміч-

не рівняння, рівняння неперервності й рівняння 

Максвелла можна подати у вигляді 
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У цих рівняннях qz  – проекція вектора швидкості 

qυ  q -го парціального електронного пучка на вісь 

Z ; q  – релятивістський фактор q -го пучка; c  – 

швидкість світла у вакуумі; ee  , em  – заряд та 

маса електрона відповідно. 

Розв’язування системи рівнянь (11)–(13) розбива-

ємо на три формально незалежних етапи: 

1) знаходження розв’язків задачі руху (11) гвинтово-

го двопотокових релятивістського електронного пуч-

ка в заданих електромагнітних полях; 2) вирішення 

рівняння неперервності (12), приймаючи, що швид-

кості електронного пучка є відомими; 3) отримання 

рішень задачі про збудження електромагнітних по-

лів (13) за відомими швидкостями та концентрація-

ми електронного пучка..  

Задачі руху й рівняння неперервності вирішуємо 

за допомогою методу усереднених характеристик [1] , 

задачу про збудження електромагнітного поля — за 

допомогою методу повільно змінних амплітуд. При 

цьому враховуємо особливості множинних трихви-

льових параметричних резонансних взаємодій хвиль 

у досліджуваному пристрої. 

Для вирішення задачі руху перетворимо рівнян-

ня (11) до стандартного вигляду [1]. Включимо в та-

ку систему рівняння для швидких фаз mp , . Прий-

маємо, що амплітуди полів повільно змінюються зі 

зміною поздовжньої координати z. Для опису таких 

повільних змін амплітуди введемо повільну поздов-

жню координату  /z , де   великий параметр, 

який визначається відношенням швидкості зміни 

швидких фаз до швидкості зміни амплітуди. Через 

те що ми розв’язуємо граничну задачу, то в отрима-

них рівняннях перейдемо від похідної за часом до 

похідної за координатою, використовуючи співвід-

ношення zdzdt / . У підсумку одержимо систему 

рівнянь у стандартному вигляді 
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У цих рівняннях ураховуємо, що амплітуди полів 

)(,1,1 mm EE  , )(,1,1 mm BB  , )(,3,3 mm EE   є пові-

льно змінними функціями від поздовжньої коорди-

нати z .  

Порівняємо систему (14)-(15) зі стандартною [1] і 

запишемо вектор повільних змінних x , вектор-

функції X  повільних змінних, вектор швидких фаз 

ψ  і вектор фазових швидкостей Ω  у явному виді 
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  NNN pppppp ,31,3,21,2,11,11 ,...,,,...,,,...,ψ ,  

  NqqNNqq ,3,1,3,,21,2,1,1,1,1 ,...,,,...,,,..., Ω .(17) 

 

Також урахуємо, що електрони гвинтового РЕП 

окрім осциляторних рухів під дією полів також ви-

конують обертовий рух у поздовжньому фокусуваль-

ному магнітному полі 0B . Тобто траєкторія незбуре-

ного руху електронів у випадку відсутності сигналу, 

ХПЗ і накачки є спіраль. Незбурену поперечну шви-

дкість електронів q -го сорту пучка можемо подати у 

вигляді [18]: 
 

 0cos qqqx p ,   0sin qqqy p , (18) 

де  

 '

0
00 dzp

z

qq  ,  
qzqe

q
q

cm

eB

dz

dp


00

0   (19) 

 

– фаза й частота обертання електронів у поздовж-

ньому магнітному полі відповідно; q  – модуль по-

перечної швидкості частинок q -го сорту пучка. Тому 

вектор швидкозмінних фаз 1ψ  і вектор частот 1Ω  

(17) потрібно доповнити фазою 0qp  й частотою 0q  

(19). Також потрібно врахувати, що за наявності еле-

ктромагнітних полів електрони пучка в поздовж-

ньому магнітному полі рухаються також і з комбіна-

ційними частотами й фазами: 
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  ,...,,,..., 01,20,1,01,1,2 qqNqqq pppppp ψ  

 0,3,01,3,0,2 ,...,, qNqqqqN pppppp  , 

  ,...,,,..., 01,20,1,01,1,2 qqNqqq Ω  

 0,3,01,3,0,2 ,...,, qNqqqqN  . (20) 

  ,...,2,2,...,2 01,20,101,13 qqNq pppppp ψ  

 0,301,30,2 2,...,2,2 qNqqN pppppp  ,  

  ,...,2,2,...,2 01,20,1,01,1,3 qqNqqq Ω  

 0,3,01,3,0,2 2,...,2,2 qNqqqqN  . 

 

Необхідність урахування фази 02 qp  та частоти 

02 q  викликана наявністю у правій частині рівнянь 

(14) квадрата швидкості. Таким чином, вектор шви-

дких фаз і вектор частот у задачі, що розглядається, 

набуває вигляду 
 

  3201 ,,, ψψψψ qp ,  3201 ,,, ΩΩΩΩ q . (21) 

 

Наявність обертового руху електронів у поздовж-

ньому магнітному полі приводить до виникнення 

додаткових трихвильових параметричних резонанс-

них взаємодій:  
 

 03,302,31,3 qmqmm ppppp  ,  

 03,302,31,3 22 qmqmm ppppp  , 

 0,20,1,3 qmqmm ppppp  ,   (22)

 0,20,1,3 22 qmqmm ppppp  , 

 03,102,11,1 qmqmm ppppp  , 

 03,102,11,1 22 qmqmm ppppp  . 

 

Таким чином, у досліджуваній системі реалізу-

ються множинні трихвильові параметричні резонан-

сні взаємодії, які визначені співвідношеннями (5), 

(9), (10), (22). Загальна картина взаємодій виявля-

ється досить складною. 

Вплив полів сигналу накачки й ХПЗ на рух елек-

тронів будемо розглядати як відхилення від незбу-

рених траєкторій. Для цього використовуємо наступ-

ну заміну змінних: 
 

 qxqqqx p  ~cos 0   ,   qyqqqy p  ~sin 0    (23) 

 

де qx~ , qy~  — осциляторні x- та y- компоненти векто-

ра швидкості q-го пучка. У цьому випадку, викорис-

товуючи заміну (23) і алгоритм асимптотичного інте-

грування, який описаний, наприклад, в [1, 17], оде-

ржуємо систему рівнянь для усереднених та швид-

коосцилюючих величин. Причому всі осциляторні 

гармоніки, що цікавлять нас, будуть відразу ж вра-

ховуватись в qx~  та qy~ , які далі стандартним чином 

ураховуються як у рівнянні неперервності, так і рів-

няннях Максвелла.  

Відповідно до алгоритму асимптотичного інтег-

рування переходимо до усереднених змінних 
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Рівняння для повільних змінних мають вигляд 
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Обмежуємося третім наближенням за /1 . Алго-

ритм знаходження )(nu  й )(nA  відомий [1]. Із цих 

формул випливає: 0)( nu  для будь-яких n; 1)1( A , 
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і так далі. У результаті отримуємо рішення як для 

швидкості (24), так і для її постійної складової (25).  

Розв’язки рівняння неперервності знаходимо 

аналогічно як і у випадку задачі руху. Далі отримані 

розв’язки для швидкості і концентрації пучків підс-

тавляємо в рівняння Максвелла (13). Ураховуємо, 

що отримані вирази для швидкості і концентрації 

пучків, які отримані методом усереднених характе-

ристик, мають вигляд рядів за малим параметром 

/1 . Розкладаємо їх також у ряди за гармоніками 

швидких фаз і отримуємо систему диференціальних 

рівнянь для амплітуд напруженості електричного 

поля електромагнітної хвилі сигналу, хвилі просто-

рового заряду у кубічному нелінійному наближенні 
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дисперсійні функції відповідно електромагнітної 
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 
mxxx

p
q

qqnqqnqqm uuuuun
c

e
F

,1

2

1

)1(
,

)2(
,

)2(
,

)1(
,

)3(
,3,1

14
 







, 

mp
q

qnm ueF
,3

2

1

)3(
,3,3

1
4  

 
  – функції, що враховують 

кубічні нелінійні доданки. Функції /)1( ,qnu  2)2(
, /qnu , 

3)3(
, /qnu  визначають осциляторні складові концент-

рації парціальних пучків у першому, другому й тре-

тьому наближенні відповідно;  /)1(
,qx

u  2)2(
, / qx

u , 

3)3(
, / qx

u  – осциляторні компоненти швидкості x ; 

 m
m

m
ik

D
K

,1

,1
,1,1




 , 

 2,1

,1
2

,1,2
2

1

m

m
m

ik

D
K




 , mK ,3 , 

 m
m

m
ik

D
C

,3

,3
,3,1




 , 

 2,3

,3
2

,3,2
2

1

m

m
m

ik

D
C




 , mC ,3 , mC ,4  є 

коефіцієнтами відповідних диференціальних рів-

нянь, які залежать від частот, хвильових чисел і па-

раметрів системи. Коефіцієнти системи рівнянь (26) 

також залежать від постійних складових швидкостей 

q  і концентрацій qn  парціальних пучків. Тому сис-

тему рівнянь (26) доповнимо рівняннями для пос-

тійних складових  
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 ураховують кубічні нелінійні доданки. 

Отриману систему кубічно-нелінійних рівнянь 

(26)-(30) аналізуємо чисельно. Ця система рівнянь 

описує нелінійні процеси в ДСЛВЕ клістронного 

типу.  
 

5. ФОРМУВАННЯ ПОТУЖНИХ ЕЛЕКТРОМА-

ГНІТНИХ ХВИЛЬ ІЗ ШИРОКИМ ЧАСТОТ-

НИМ СПЕКТРОМ 
 

Проведемо дослідження динаміки формування 

потужної мультигармонічної електромагнітної хвилі 

з використанням рівнянь (26)–(30) у ДСЛВЕ з на-

ступними параметрами: середнє значення релятиві-

стського фактора двопотокового гвинтового РЕП 

0,50  , різниця релятивістських факторів парціа-

льних пучків 2,0 , плазмова частота парціаль-

них пучків 1110,01 p с – 1, швидкості електронів у 

гвинтовому пучку спрямовані під кутом 15  від-

носно осі системи, частота першої гармоніки елект-

ромагнітного сигналу 11
1,1 107   с – 1, період онду-

лятора ,541,2   см.  

Порівнюючи частоту першої гармоніки електро-

магнітного сигналу 11
1,1 107   с – 1 з плазмовою 

частотою двопотокових пучків 11100,1 p  с – 1, ба-

чимо, що умова p 1,1  виконується. Це означає, 

що для всіх гармонік хвилі сигналу залежність хви-

льового числа від частоти є квазілінійною. Тому умо-

ви реалізації множинних резонансних взаємодій (8)-

(10) так само як і (22) є виконаними. 

Відомо, що всі гармоніки хвилі просторового за-

ряду, частота яких менше за критичну частоту дво-

потокової нестійкості ( 13105,2 cr  с – 1 для моделі, 

що розглядається), будуть підсилюватися внаслідок 

двопотокової нестійкості. Для досліджуваної моделі 

із гвинтовим електронним пучком у цю область під-

силення попадає 35/ 1,1 cr  гармонік. Причому, 

частина з них, частоти яких менше за оптимальну 

частоту двопотокової нестійкості ( 13105,1 opt  с – 1), 

зі збільшенням частоти будуть мати більші інкреме-

нти зростання й будуть утворювати аномальний 

спектр, у якому більш високочастотні гармоніки ХПЗ 

будуть мати більшу амплітуду. В область аномаль-

ного спектра в цій моделі попадає 21/ 1,1 opt  гар-

моніка. 

Відзначимо, що у випадку використання у 

ДСЛВЕ замість гвинтового прямолінійного пучка 

кількість гармонік, які формують мультигармоніч-

ний електромагнітний сигнал, зменшується. У цьому 

випадку критична частота двопотокової нестійкості 

стає у ~2 рази меншою. Відповідно у ~2 рази змен-

шується і кількість гармонік, які збуджуються в та-

кому ДСЛВЕ. Тому в ДСЛВЕ, які призначені для 

формування потужних мультигармонічних електро-

магнітних хвиль потрібно використовувати саме 

гвинтові двопотокові РЕП. 

Розглядаємо модель мультигармонічного 

ДСЛВЕ, що подана на рис. 1, у якій на вхід секції 

модуляції І подається монохроматичний сигнал із 

частотою 1,1 . Тут внаслідок трихвильового парамет-

ричного резонансу між електромагнітним сигна-

лом 1, Н-убітронний полем модулятора 2 у двопото-

кових електронному пучку 1 збуджується хвиля про-

сторового заряду. Через те що на вхід модулятора 

подається монохроматична хвиля сигналу, то і Н-

убітронне магнітне поле модулятора вибираємо та-

кож монохроматичним. На вхід модулятора подаємо 
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сигнал з амплітудою 100 В/см, інші гармоніки дорів-

нюють нулю. Індукцію магнітного поля Н-

убітронного поля вибираємо такою, що дорівнює 

8001,2 B  Гс, період модулятора, як зазначалось 

вище, 1,2  4,5 см. Тоді на виході із секції модуляції 

одержуємо ХПЗ, спектр якої поданий на рис. 2. Як 

бачимо, на виході з модулятора формується хвиля 

ХПЗ, у якій амплітуда першої гармоніки істотно пе-

ревищує амплітуди інших гармонік.  
 

 
 

Рис. 2 – Спектр ХПЗ на виході модулятора (z = 50 см) 
 

 
 

Рис. 3 – Спектр ХПЗ на виході пролітної секції (z = 125 см) 
 

Далі збуджена у двопотокових електронному пу-

чку хвиля ХПЗ зростає внаслідок двопотокової не-

стійкості. Через те що частота першої гармоніки 

хвилі ХПЗ у 35 разів є меншою за критичну (і в 21 

разів є меншою за оптимальну), то інкременти зрос-

тання перших 21 гармонік зі збільшенням частоти 

збільшуються й всі 35 гармоніки підсилюються вна-

слідок двопотокової нестійкості. У підсумку на виході 

із пролітної секції (координата системи z  125 см) 

починає формуватися аномальний спектр, який по-

даний на рис. 3. При цьому максимальною є вже не 

перша гармоніка, як у випадку рис. 2, а десята.  

Слід зазначити, що на виході із пролітної секції 

хвиля просторового заряду з необхідним спектром 

ще остаточно не сформована. Її формування триває й 

в прикінцевій секції. Одночасно із цим у прикінце-

вій секції відбувається збудження мультигармоніч-

ної електромагнітної хвилі завдяки множинним три-

хвильовим параметричним резонансам між мульти-

гармонічною хвилею ХПЗ, мультигармонічним Н-

убітронним полем накачки та електромагнітною 

хвилею сигналу. Параметри гармонік мультигармо-

нічного магнітного поля накачки вибираємо таким 

чином, щоб в прикінцевій секції сформувати потуж-

ну мультигармонічну електромагнітну хвилю. 

Спектр такого магнітного поля поданий на рис. 4, а 

спектр електромагнітної хвилі в точці z  165 см 

ДСЛВЕ поданий на рис. 5.  
 

 
 

Рис. 4 – Залежність амплітуд гармонік індукції магнітного 

поля 2/12
,1

2
,1,1 )( mymxm BBB   ондулятора прикінцевої секції 

від номера гармоніки 
 

 
 

Рис. 5 – Залежність модулів амплітуд гармонік 

електромагнітного сигналу 2/12
,1

2
,1,1 )( mymxm EEE   від 

номера гармоніки для поздовжньої координати системи 

z = 165 см 
 

Як випливає з рис. 5 на виході мультигармоніч-

ного двопотокового супергетеродинного ЛВЕ кліст-

ронного типу із гвинтовим електронним пучком ми 

отримуємо потужну мультигармонічну електромаг-

нітну хвилю із широким частотним спектром, у яко-

му приблизно тридцять гармонік мають практично 

однакову амплітуду. Використання гвинтових дво-

потокових РЕП і наявність пролітної секції у кліст-

ронній моделі дозволило істотно розширити спектр 

сформованої хвилі. Також слід зазначити, що інкре-

менти зростання двопотокової нестійкості у гвинто-

вих двопотокових РЕП істотно вище, ніж у прямолі-

нійних двопотокових РЕП. Це приводить до того, що 

мультигармонічні ДСЛВЕ із гвинтовими пучками 

мають менші поздовжні габарити. Так у досліджува-

ній системі формування мультигармонічної елект-

ромагнітної хвилі відбувається у точці з координатою 

z  165 см, а в аналогічній системі із прямолінійним 

двопотоковим РЕП це має місце в точці з координа-

тою z  257 см [17] 
 

6. ВИСНОВКИ 
 

Таким чином, у роботі побудована самоузгоджена 

кубічно-нелінійна теорія мультигармонічних двопо-

токових супергетеродинних лазерів на вільних елек-

тронах клістронного типу з Н-убітронною накачкою, 
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у яких використовуються гвинтові релятивістські 

електронні пучки. Виконано аналіз режиму роботи, 

коли частота першої гармоніки електромагнітного 

сигналу багато менша за критичну частоту двопото-

кової нестійкості. Продемонстровано, що в цьому 

випадку має місце інтенсивна генерація вищих гар-

монік з сумірними амплітудами. Ураховано мно-

жинні трихвильові резонансні взаємодій хвиль різ-

ного типу. Показано, що використання гвинтових 

пучків у ДСЛВЕ клістронного типу дозволяє одер-

жати потужний мультигармонічний електромагніт-

ний сигнал з більш широким спектром порівняно із 

ДСЛВЕ, який використовує прямолінійні пучки. 

Показано, що темпи зростання електромагнітних 

хвиль у ДСЛВЕ із гвинтовими РЕП істотно вищі, а 

довжини насичення набагато менше, що дозволяє 

зменшити поздовжні габарити ДСЛВЕ. Продемонст-

ровано перспективність використання ДСЛВЕ кліс-

тронного типу із гвинтовими РЕП для формування 

потужних мультигармонічних електромагнітних 

хвиль із широким частотним спектром. 
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We elaborated a self-consistent cubic-nonlinear theory of multiharmonic two-stream superheterodyne 

free-electron lasers (TSFELs) of klystron type with helical relativistic electron beams (REBs). We investi-

gated the operation mode, in which the first harmonic of electromagnetic signal is much less than the two-

stream instability critical frequency. We accounted plural three-wave resonant interactions of different 

wave types. It was demonstrated that application of helical beams in TSFEL klystrons allows achieving a 

powerful multiharmonic electromagnetic signal with wider frequency spectrum compared with TSFEL 

based on straight beams. We showed that growth rates of electromagnetic waves in TSFELs with helical 

beams are substantially higher and the saturation lengths are much shorter. It allows decreasing longitu-

dinal dimensions of TSFELs. We illustrated the application perspective of the klystron type TSFELs with 

helical REBs in the field of powerful multiharmonic electromagnetic waves with wide frequency spectrum 

forming. 
 

Keywords: Two-stream superheterodyne free-electron lasers, Two-stream instability, Helical electron 
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