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Получено аналитическое выражение для вероятности ионизации примесей в щелевой модификации 

графена в присутствии постоянного электрического поля в квазиклассическом приближении. Исследо-

вана вероятность ионизации примесей от направления вектора напряженности электрического поля. 

Вероятность ионизации в постоянном электрическом поле обладает слабо выраженной анизотропией, 

проявляющейся в случае, когда ширина запрещенной зоны графена больше энергии перескока электро-

нов между соседними узлами кристаллической решетки. Проведено сравнение результатов с ранее из-

вестными, полученными для спектра, заданного в низкоэнергетическом приближении. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 
 

Электрические и оптические свойства полупро-

водников в значительной мере определяются нали-

чием в них примесей. Особенно актуальной такая 

ситуация представляется в сильных электрических 

полях, которые могут приводить к кардинальной 

модификации примесных состояний и тем самым 

динамически изменять концентрацию носителей в 

зоне проводимости. 

Квазиклассическая теория ионизации атомов под 

действием внешних электрических полей построена 

в работах [1-4]. Основные результаты этих работ бы-

ли получены с помощью метода «мнимого времени», 

в котором для описания туннелирования использу-

ется классическое уравнение движения, но с чисто 

мнимым «временем». Во всех перечисленных работах 

энергетический спектр носителей заряда в рассмат-

риваемых структурах считался квадратичным. 

Развитие такого подхода для полупроводниковых 

структур с неквадратичным энергетическим спек-

тром выполнено в [5-6]. Последующие работы этих 

авторов также посвящены изучению влияния иони-

зации примесных центров на различные физические 

явления в полупроводниковых структурах с узкой 

зоной проводимости (квантовых сверхрешетках) в 

условиях воздействия внешних электрических по-

лей. 

В последнее время активно изучается графен и 

структуры на его основе [7-9], интерес к которым обу-

словлен высокой подвижностью носителей заряда, 

непараболичностью и неаддитивностью (полная 

энергия электронов графена не является суммой ее 

компонент по двум взаимно перпендикулярным 

направлениям) энергетического спектра. Особенно 

востребованными для реализации многих электрон-

ных устройств являются структуры со щелью в энер-

гетическом спектре образца (щелевые модификации 

графена). Запрещенная зона может возникать в 

графене, помещенном на подложку. В монослойном 

графене на подложке h-BN запрещенная зона со-

ставляет 53 мэВ[10], на подложке SiC  0.26 эВ[11]. 

Присутствие примесей и дефектов может сильно по-

влиять на электрические свойства графена[см 8, 12 и 

литературу в них], вызвать существенное изменение 

его энергетического спектра, в частности, привести к 

появлению запрещенной зоны в энергетическом 

спектре. Особенно важным является учет примесей 

вблизи дираковской точки. Например, в примесной 

структуре на основе графена – гидриде графена 

(графане) энергетическая щель по разным оценкам 

составляет 3.5-6.1 эВ [13-15], а в соединении фтора и 

графена (флюорографене) – 3.0-7.1 эВ [16, 17]. 

Случайные дефекты, редкие примеси могут при-

водить к появлению в запрещенной зоне полупро-

водника примесных уровней, с которых электроны 

имеют возможность перейти в зону проводимости за 

счет теплового движения или под воздействием 

внешних электрических полей. В [18] с помощью 

метода «мнимого времени» рассчитана вероятность 

ионизации примесей при воздействии постоянного 

электрического поля в случае графена на подложке 

карбида кремния и выполнено исследование влия-

ния ионизации примесных центров на плотность 

тока в графене под действием постоянного электри-

ческого поля. При этом электронный спектр графена 

был выбран в низкоэнергетическом приближении в 

виде 
 

 2 2 2
fv p    ,  (1) 

 

где  – полуширина запрещѐнной зоны графена, 

vf  108 см/c – скорость Ферми. 

Спектр (1) используется для исследования элек-
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трических свойств графена в большом количестве 

работ в случае слабого возмущения электронной си-

стемы. Вызывает интерес правомерность его исполь-

зования для расчета вероятности ионизации приме-

си в щелевой модификации графена квазиклассиче-

ским методом, в случае квазиклассически сильных 

электрических полей. 

В данной работе исследуется вероятность иони-

зации примесей в щелевой модификации графена 

при воздействии постоянного электрического поля и 

проводится сравнение с результатами [18], получен-

ными для спектра, заданного в низкоэнергетическом 

приближении. 

 

2. СРАВНЕНИЕ ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ СПЕК-

ТРОВ ГРАФЕНА СО ЩЕЛЬЮ 
 

Перед тем, как непосредственно заняться вычис-

лением вероятности ионизации приведем анализ 

энергетического спектра графена со щелью. 

Энергетический спектр носителей заряда в щеле-

вой модификации графена в приближении сильной 

связи можно описать в виде[19] 
 

  2 2 1 4cos cos cosy x y           (2) 

 

где   2.7 эВ – энергия перехода электронов между 

соседними узлами кристаллической решетки графе-

на, xx p a , / 3yy p a , 3 / 2a b , b  0.142 нм – 

расстояние между соседними атомами углерода в 

графене, ( , )x yp p p  – вектор квазиимпульса элек-

трона. Разные знаки относятся к зоне проводимости и 

валентной зоне. Наличие запрещенной зоны в спек-

тре (2) позволяет вести расчеты в однозонном при-

ближении, накладывая ограничения на параметры 

внешних полей и температуру. 
 

 
 

Рис. 1 – Первая зона Бриллюэна графена 
 

Областью определения квазиимпульса p , т.е. 

первой зоной Бриллюэна, является шестиугольник, 

показанный на рис. 1 для безразмерных компонент 

квазиимпульса (x, y). 

Отметим, что спектр (1) можно получить, разло-

жив подкоренное выражение в (2) по импульсам в 

одной из точек Дирака и сдвинув спектр в импульс-

ном пространстве таким образом, чтобы электрон в 

точке Дирака имел импульс (0,0). До сдвига в низко-

энергетическом приближении такой спектр будет 

иметь вид 
 

 2 2 2 2
0 0( ) 3( )x x y y        

 
, (3) 

 

где (x0, y0) – одна из точек Дирака: (0, 2/3), (0, – 2/3), 

(, /3), (, – /3), (– , /3), (– ,– /3). 

На рис. 2 показано сравнение спектров (2) и (3) 

вблизи одной из точек Дирака. Сплошной линией 

показан график, соответствующий спектру (2), штри-

ховой – спектру (3). Анализируя сходство между спек-

трами вблизи точек Дирака, можно определить мак-

симально допустимую величину напряженности 

электрического поля, для которого физические эф-

фекты, теоретически исследуемые с помощью обоих 

спектров будут совпадать с достаточной точностью. 

Если электроны находятся вблизи дна зоны про-

водимости, то условие на напряженность постоянного 

электрического поля имеет вид 
 

 eeE  , (4) 

 

где  – средняя длина свободного пробега носителей 

заряда (  10 – 4 – 10 - 5 см), e – ширина области сов-

падения зон проводимости. 
 

 
 

Рис. 2 – Энергетический спектр графена вблизи одной из 

точек Дирака (0, 2/3), 2 ≈ 0.26 эВ 
 

Использование в расчетах спектра электронов в 

низкоэнергетическом приближении всегда предпола-

гает ограничения на параметры приложенных элек-

трических полей, но позволяет в большинстве случа-

ев получить аналитический результат. 

Далее будем интересоваться вероятностью иони-

зации примесей в щелевой модификации графена, 

энергетический спектр которого имеет вид (2). 

 

3. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 

Для случая туннелирования электрона с примес-

ного уровня в зону проводимости применим так 

называемый квазиклассический метод [1, 2]. Про-

цесс ионизации примеси представляет собой тунне-

лирование электрона через потенциальный барьер и 

может носить квазиклассический характер. При этом 

вероятность перехода (ионизации) может быть запи-

сана с экспоненциальной точностью в виде 
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2Im( )

exp ,
S

W
 

  
 

 (5) 

 

где S  классическое действие, набираемое частицей 

при подбарьерном движении, определяемое формулой  
 

 
0

0

[ ( ( )) ] ,
t

S p t V dt   (6) 

 

где p(t)  импульс электрона, определяемый из 

классического уравнения движения, V  энергия 

залегания примеси. Предполагаем, что примеси 

находятся в графене на определенной глубине . На 

рис. 3. уровень энергии примеси обозначен 

штриховой линией. Начало отсчѐта энергии 

выбираем посередине запрещѐнной зоны.  
 

 
 

Рис. 3 – Энергетическая диаграмма примеси 
 

Критерием применимости квазиклассического 

метода является условие  
 

  Im .S   (7) 

 

Момент начала туннелирования t0 находится из 

условия минимума мнимой части действия  
 

 

0

Im( ( ))
0

t

S t

t




 , 

 

что соответствует условию  
 

 ε (t0)  V. (8) 
 

Используя метод мнимого времени можно рас-

считать квазиклассически вероятность туннельного 

перехода электронов с примеси в зону проводимости 

под влиянием постоянного поля напряженностью E


. 

Рассмотрим сначала один из частных случаев, 

когда вектор напряженности электрического поля 

направлен вдоль оси х. 

Для нахождения  (t) достаточно рассмотреть 

классическое уравнение движения 
 

 ,x
x

d p
eE

dt
  0,

yd p

dt
   

 

с граничным условием 
 

 px(0)  p0x, py(0)  p0y (9) 
 

что соответствует попаданию электрона в зону 

проводимости в состояние с минимальной энергией, 

в одну из точек Дирака (p0x, p0y). 

Решая уравнение (8) найдем момент начала тун-

нелирования 
 

0t i



 , 

где 

2
2 2 2

0

0

( ) 1 4cos
1

4cos

y
arcsh

y




      
   

 
, 

 

3 / 2beE  , /    , /   . Учитывая, что для 

любой точки Дирака 2
0cos 1 / 4y  , выражение для  

примет вид 
 

(2 )[ (2 ) 1]
4

arcsh


         . 

 

По формуле (6) проведен расчет классического 

действия, набираемого частицей при подбарьерном 

движении с момента времени начала туннелирова-

ния t0 до момента выхода частицы из под барьера 

при t  0. Промежуточный результат имеет вид 
 

   2 2
0 02 (cos 2cos ) ;

2
S x y E i k i v

 




 
       

 

,  (10) 

 

где  2 2
0 0 0 08cos cos (cos 2cos )k x y x y    , 

   2

0

; 1 sin
x

E x k k x dx   – эллиптический интеграл 

II рода. Отметим, что формально действие в (10) 

зависит от граничных условий (9), т.е. от того, в ка-

кую точку Дирака совершается переход. Однако, 

учитывая то, что для любой точки Дирака 

0 0cos 2cos 0x y   и 0 0cos cos 1 / 2x y   , выражение 

для S примет окончательный вид 
 

   2 ;
2

S E i k i v
 




 
     

 
, 

 

где 24 /k    . 

После выделения мнимой части действия, исполь-

зуя [20], получаем 

          
2

2

1
Im 2 ;1 ;1

1

k
S E arctg k F arctg k v

 
   

 

 
          
  

,  (11) 

 

где  
 2

0

;
1 sin

x dx
F x k

k x



  – эллиптический интеграл I рода, ( / 2)sh  . 

 

Формула (11) определяет зависимость мнимой 

части действия от параметров щелевой модифика-

ции графена, примесного центра и вектора напря-

женности постоянного электрического поля, ориен-
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тированного вдоль оси х. Мнимая часть действия 

имеет характерную зависимость от напряженности 

постоянного электрического поля ImS  1/E. 

В случае, когда вектор напряженности электри-

ческого поля направлен вдоль оси y, аналитическое 

выражение для действия представляется через ги-

пергеометрические функции и ввиду громоздкости 

мы его не приводим. Дальнейший анализ формул 

для мнимой части действия проводился численно. 

Как в случае ориентации вектора напряженности 

электрического поля вдоль оси x, так и вдоль оси y 

мнимые части действия, а, следовательно, и вероят-

ности ионизации примесей (5) не зависят от того, в 

какую точку Дирака совершается переход. 

Выполнено исследование зависимости мнимой 

части действия от глубины залегания примеси и от 

ширины запрещенной зоны. Сравнение мнимой ча-

сти действия для ориентации напряженности элек-

трического поля вдоль осей x и y выявило хорошее 

совпадение для значений полуширины запрещенной 

зоны, определяемых неравенством   . С ростом  

различие увеличивается, причем мнимая часть дей-

ствия для ориентации вектора напряженности элек-

трического поля E


 вдоль оси x больше чем при 

направлении E


 вдоль оси y. 
 

 
 

Рис. 4 – Зависимость мнимой части действия от глубины 

залегания примеси  в безразмерных единицах,  

a) низкоэнергетическом приближении b) направление E


 

вдоль оси x; c) направление E


 вдоль оси y 
 

На рис. 4 приведена зависимость мнимой части 

действия от глубины залегания примеси  для раз-

ной ориентации вектора напряженности электриче-

ского поля (кривые b и с) для случая   3. При уве-

личении глубины залегания примеси, как и следо-

вало ожидать, мнимая часть действия возрастает, 

при этом вероятность ионизации уменьшается. 

На рис. 5 представлена зависимость мнимой ча-

сти действия от ширины запрещенной зоны  для 

фиксированного значения глубины залегания при-

меси  ≈ . При увеличении глубины залегания при-

меси анизотропия вероятности ионизации становит-

ся все более заметнее. 

Выполнено исследование зависимости мнимой 

части действия от ширины запрещенной зоны для 

разной ориентации вектора напряженности элек-

трического поля для глубокой примеси   . В этом  

 
 

Рис. 5 – Зависимость мнимой части действия от ширины 

запрещенной зоны  в безразмерных единицах, a) низко-

энергетическом приближении b) направление E


 вдоль оси x; 

c) направление E


вдоль оси y 
 

случае увеличение ширины запрещенной зоны свя-

зано с увеличением глубины залегания примеси, что 

приводит к уменьшению вероятности ионизации. 

Характер зависимости совпадает с ImS(), представ-

ленной на рис. 4 (кривые b и с). Для заданного зна-

чения ширины запрещенной зоны по этим данным 

можно определить значение мнимой части действия 

(вероятности ионизации), что позволяет указать пре-

дельное значение напряженности электрического 

поля, удовлетворяющего условию квазиклассическо-

го приближения (7). Так, для графена на подложке 

SiC (2 ≈ 0.26 эВ) E  8102 ед. СГСЭ, для графана 

(2 ≈ 5.4 эВ) E  310 5 ед. СГСЭ. 

 

4. СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 
 

Для спектра (1) в [18] получено выражение для 

действия 
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Как видно из формул (11) и (12) зависимость 

мнимой части действия и, следовательно, вероятно-

сти ионизации примесей от постоянного электриче-

ского поля (параметр ), для обоих спектров, совпа-

дают. Графический анализ показал хорошее совпа-

дение зависимости мнимой части действия от глуби-

ны залегания примеси , рассчитанной по формулам 

(11) и (12) в области    (на рис. 4 кривая а и b, с). 

В случае глубокой примеси    выражение (12) 

примет вид 
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В случае      из (13) и (7) имеем простое вы-

ражение для предельного значения напряженности 

электрического поля 
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По сравнению с (14) условие (4) предъявляет бо-

лее жесткие требования к величине напряженности 
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постоянного электрического поля. Так, для графена 

на подложке SiC при расхождении спектров на 10 % 

E  2102 ед. СГСЭ при  ≈ 10 - 5 см. Это ограничение 

на величину напряженности постоянного электриче-

ского поля следует учитывать при расчете плотности 

тока с использованием низкоэнергетического при-

ближения для энергии носителей заряда. 

Таким образом, для расчета вероятности иониза-

ции примесей для щелевой модификации графена с 

полушириной запрещенной зоны   , можно поль-

зоваться формулой (12). В противном случае нужно 

учитывать, что она дает заниженное значение веро-

ятности ионизации и для точного расчета пользо-

ваться формулой (11). 

 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В заключении сформулируем основные выводы 

из данной работы: 

1. Получено выражение для вероятности иониза-

ции примесей в квазиклассическом приближении в 

щелевой модификации графена при воздействии 

постоянного электрического поля без использования 

низкоэнергетического приближения для энергии 

носителей заряда. 

2. Исследована вероятность ионизации примесей 

от направления вектора напряженности электриче-

ского поля. Показано, что вероятность ионизации в 

постоянном электрическом поле обладает слабо вы-

раженной анизотропией, проявляющейся в случае, 

когда ширина запрещенной зоны графена больше 

энергии перескока электронов между соседними уз-

лами кристаллической решетки. 

3. Выполнено сравнение результатов данной ра-

боты с ранее известными, полученными для спектра, 

заданного в низкоэнергетическом приближении. 

Вероятности ионизации примесей для обоих спек-

тров совпадают, когда интеграл перескока электро-

нов между соседними узлами кристаллической ре-

шетки много больше ширины запрещенной зоны 

графена. 
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An analytical expression for the probability of ionization of impurities in the gap modification of gra-

phene in the presence of a constant electric field in the semiclassical approximation is received. The proba-

bility of ionization of impurities from the direction of the electric field strength vector is investigated. The 

probability of ionization in a constant electric field has a weakly pronounced anisotropy, manifested in the 

case when the width of the forbidden graphene band is greater than the energy of electron hopping be-

tween neighboring lattice sites. The results are compared with those previously known for the spectrum 

given in the low-energy approximation. 
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