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Рассматривается точное выражение для группового разложения конфигурационного интеграла 

системы взаимодействующих частиц. Исследования этого выражения указывают на начало фазового 

перехода газ-жидкость в точках сингулярности изотермической сжимаемости. Показано также, что 

именно эти точки, а не точки сингулярности самого вириального ряда, являются границей примени-

мости вириального уравнения состояния. В области большой плотности, соответствующей жидкому и 

твердому состояниям, обнаружена неадекватность группового разложения, связанная с интегрирова-

нием в бесконечных пределах, т.е. с независимостью неприводимых интегралов от плотности. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 
 

Строгое описание плотных состояний вещества и, в 

частности, фазовых переходов первого рода, до сих пор 

остается актуальной проблемой статистической физики 

[1]. Несмотря на то, что, практически, любой потенциал 

парного взаимодействия U(r), учитывающий притяже-

ние и отталкивание молекул, должен при определен-

ных условиях приводить к фазовым превращениям [2], 

что подтверждают различные численные эксперимен-

ты на базе методов Монте-Карло [3-7] и молекулярной 

динамики [6-11], теория может описать такие превра-

щения только либо для очень упрощенных модельных 

систем [12-14], либо с использованием дополнительных 

гипотез и аппроксимаций [15-22]. 

Существующие сегодня строгие теоретические 

подходы базируются на классической однофазной 

статистике Гиббса [17] и используют либо уравнение 

Орнштейна-Цернике (ОЦ) [23], либо вириальное 

уравнение состояния (ВУС) [24]. К сожалению, оба 

подхода имеют серьезные ограничения.  

ОЦ уравнение не замкнуто, и все использующиеся 

на практике замыкания, являются аппроксимациями, 

адекватность которых оценивается эмпирически. 

Кроме того, существуют области состояний, где реше-

ние ОЦ уравнения расходится [18-22, 25, 26]. Предпо-

ложения о том, что эти области в точности соответ-

ствуют фазовым переходам первого рода [18, 19, 25, 

26] пока остаются недоказанными. 

ВУС выводится на основе канонического или 

большого канонического распределения Гиббса раз-

личными методами [1, 17, 24, 27] в приближении ма-

лой плотности числа частиц   N / V. Каждый вири-

альный коэффициент Bk + 1 в этом уравнении одно-

значно связан с соответствующим неприводимым 

групповым интегралом k 
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Как и любой бесконечный ряд, вириальное раз-

ложение может при определенных условиях расхо-

диться, и это считают одним из основных недостат-

ков вириального уравнения наряду со сложностью 

вычисления неприводимых интегралов. Так называ-

емая «проблема расходимости вириального разло-

жения» исследовалась во многих работах [15-17, 28, 

29], причем, некоторые исследователи [15, 16, 24] 

предполагали прямую связь области расходимости с 

областью конденсации. В работах [20-22] это предпо-

ложение непосредственно используется для опреде-

ления кривой конденсации.  

С другой стороны, существуют исследования [30, 

31], которые свидетельствуют об отсутствии прямой 

связи фазовых переходов с точками сингулярности 

вириального ряда (как, кстати, и с особенностями 

решения ОЦ уравнения).  

К настоящему времени в статистической физике 

успело сложиться устойчивое мнение о том, что клас-

сический (однофазный) подход Гиббса применим 

только вне области фазовых переходов и, в принци-

пе, не может описывать состояние системы внутри 

этой области. 

Целью данной работы было исследование области 

применимости ВУС и связи границ этой области с 

точками фазовых переходов первого рода на приме-

ре широко используемого и довольно хорошо изу-

ченного потенциала взаимодействия Леннард-

Джонса 
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2. МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЙ 
 

Самый строгий вывод вириального разложения 

был осуществлен Дж. Майером [24] на базе группо-

вого разложения конфигурационной части (конфи-

гурационного интеграла) большой статистической 
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суммы Гиббса в термодинамическом пределе. В вы-

воде использовались приближение парноаддитивно-

сти взаимодействия (хотя существуют способы учесть 

неаддитивность, оставаясь в рамках вириального 

разложения [32]) и замена интегрирования по фазо-

вому пространству системы интегрированием в бес-

конечных пределах.  

Согласно Майеру адекватность ВУС ограничена 

областью сходимости вириального ряда (  S, где 

S – плотность, в которой 
k

k   имеет сингуляр-

ность), но, помимо этого существует еще одно четкое 

ограничение по плотности (не просто «малая плот-

ность» как в других выводах) 
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связанное с использованием при выводе соответ-

ствующей геометрической суммы. Это условие (3), 

почему-то, не принимается во внимание исследова-

телями, хотя очевидно, что оно накладывает более 

жесткие ограничения на плотность по сравнению с 

условием сходимости. 

В работах [33, 34] был предложен совершенно 

другой способ представления конфигурационного 

интеграла QN для N частиц на основе его группового 

(но не вириального) разложения 
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где f(N)

 
представляет собой коэффициент при yN в 

разложении по степеням y следующей функции 
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В отличие от вириального разложения, которое 

является аппроксимацией при малых плотностях в 

термодинамическом пределе (N  ∞), уравнение (4) 

с учетом (5) является точным выражением конфигу-

рационного интеграла N частиц в приближении 

парноаддитивности потенциала взаимодействия и 

не имеет ограничений по плотности, за исключением 

случаев, когда вычисление неприводимых интегра-

лов k в бесконечных пределах становится неприме-

нимым. 

Для практических расчетов (4) с учетом (5) удоб-

но представить в виде 
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а величина Mk определяется рекурсивным выраже-

нием 
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при M0 = 1 и Mk < 0 = 0. 

Зная конфигурационный интеграл можно опре-

делить свободную энергию Гельмгольца в расчете на 

одну частицу 
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Давление также может быть выражено с исполь-

зованием (6) 
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3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
 

Для потенциала Леннард-Джонса (2) с помощью 

выражений (6), (7) и (8) производились расчеты сво-

бодной энергии и давления * 3P P   при различ-

ных значениях плотности , температуры *T kT   

и числа частиц N. На рисунках 1 и 2 представлены 

некоторые из результатов при N  8000.  

Для сравнения проводились также аналогичные 

вычисления на базе ВУС. При расчетах учитывались 

неприводимые интегралы до шестого порядка (вири-

альные коэффициенты до седьмого), включительно. 

Значения коэффициентов B6 и B7 интерполирова-

лись на основании результатов работы [29]. 
 

 
 

Рис. 1 – Зависимость свободной энергии от объема для трех 

температур, пунктиром показаны кривые, соответствующие 

ВУС (при расчетах учитывались первые семь вириальных 

коэффициентов) 
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Рис. 2 – Изотермы для трех температур при учете различ-

ного числа вириальных коэффициентов: до трех (штрих-

пунктир), до пяти (пунктир) и до семи (сплошная линия), 

включительно. Точками показаны соответствующие изо-

термы ВУС 
 

В области малой плотности результаты расчетов 

свободной энергии по (7) и с помощью ВУС практи-

чески не отличаются (см. Рис. 1). Наоборот, в области 

большой плотности становятся заметны серьезные 

отличия. Многочисленные расчеты в широком диа-

пазоне параметров показали важные особенности 

поведении свободной энергии в (7). Она в любых со-

стояниях остается монотонной функцией плотности 

или объема, а при больших плотностях ее зависи-

мость от объема становится практически линейной, 

причем учет неприводимых интегралов высших по-

рядков (начиная с третьего) практически не сказы-

вается на ее поведении.  

С одной стороны, это приводит к отсутствию тер-

модинамически запрещенных участков с отрица-

тельной сжимаемостью, характерных для вириаль-

ного разложения, где поведение системы сильно от-

личается в зависимости от числа учитываемых ви-

риальных коэффициентов. Но, с другой стороны, в 

области очень большой плотности линейная зависи-

мость свободной энергии от объема не может отве-

чать действительности. 

Поведение свободной энергии непосредственно 

влияет на ход изотерм (см. Рис. 2). Плотность 0, при 

которой нарушается верхняя граница условия (3) 
 

  0 1k
k

k

k  , (9) 

 

является точкой сингулярности изотермической 

сжимаемости как для ВУС, так и для уравнения (8), 

и до этой плотности их изотермы совпадают. Не-

большие отличия объясняются конечностью числа 

частиц N в (8). В термодинамическом пределе эти 

отличия исчезают, как было показано в работе [34].  

При повышении плотности поведение изотерм 

ВУС и уравнения (8) начинает принципиально от-

личаться. В этой области изотермы (8) являются зна-

чительно более пологими по сравнению с изотерма-

ми ВУС. Исследования показывают, что в термоди-

намическом пределе (N  ∞) давление перестает 

зависеть от плотности, а зависимость свободной 

энергии в (7) от объема становится строго линейной.  

Постоянство давления указывает на то, что точка 

0 в (9) должна считаться точкой сухого насыщенного 

пара, т.е. принадлежать бинодали, а не спинодали, 

как считалось ранее. На рисунке 3 показаны кривые 

конденсации, рассчитанные в соответствии с (9) при 

учете различного числа вириальных коэффициен-

тов. Там же показаны полученные в численных экс-

периментах спинодаль и точки бинодали. Получен-

ные кривые лежат ближе к спинодали, но с ростом 

числа учитываемых вириальных коэффициентов они 

заметно приближаются к бинодали. К сожалению, 

ограниченность числа известных вириальных коэф-

фициентов высших порядков, как и значительная 

погрешность их значений, не позволяют уверенно 

экстраполировать положение кривой, определяемой 

условием (9), при k  ∞.  
 

 
 

Рис. 3 – Кривые конденсации согласно (9) с учетом различ-

ного числа вириальных коэффициентов (номера приводят-

ся на рисунке). Символы (+) показывают соответствующие 

критические точки, символами (●) обозначены точки бино-

дали [10], пунктирная кривая соответствует спинодали [8], 

в заштрихованной прямоугольной области лежат критиче-

ские параметры, полученные в разных работах [3-11] 

 

4. ВЫВОДЫ 
 

Исследования на примере потенциала Леннард-

Джонса в рамках однофазного подхода Гиббса ука-

зывают на начало фазового перехода газ-жидкость в 

точках, где нарушается верхняя граница условия (3). 

Это же условие ограничивает и область применимо-

сти ВУС. При этом проблема расходимости вириаль-

ного ряда оказывается не связанной ни с конденса-

цией, ни с областью адекватности ВУС, а значит, 

лишена физического смысла, по крайней мере, при 

температурах ниже критической. 
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К сожалению, использованное для исследований 

выражение конфигурационного интеграла (4) с уче-

том (5) тоже имеет серьезные ограничения. При 

очень большой плотности поведение изотерм и сво-

бодной энергии системы не соответствует действи-

тельности – отсутствуют признаки жидкого и твердо-

го состояний. 

Главная причина такой неадекватности может 

быть заложена в самой сути группового разложения 

– это интегрирование всех неприводимых схем в бес-

конечных пределах. Действительно, при низких 

температурах известные вириальные коэффициенты 

старших порядков являются отрицательными, что 

исключает правильный учет сил отталкивания. При 

больших плотностях конфигурационный интеграл 

должен стремиться к нулю независимо от темпера-

туры, а значит, и неприводимые интегралы обязаны 

зависеть от плотности. 

С другой стороны, выводы, сделанные с учетом 

только первых шести неприводимых интегралов, 

могут оказаться преждевременными. Возможно, что 

учет интегралов высших порядков изменит ситуа-

цию. В любом случае, эти вопросы требуют дальней-

ших серьезных исследований. 
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густини, яка відповідає рідкому та твердому станам, знайдена неадекватність групового розкладання, 
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regimes, which correspond to the liquid and solid states that may be related to the infinite limits of the 

cluster integrals, i.e. their independency on density. 
 

Keywords: Configuration integral, Cluster expansion, Virial equation of state, Irreducible integral, Virial 

coefficient. 
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