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Ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä èçìåðåíèÿ ôîðìû ëîêàëüíîãî àòîìíîãî 
îáðàçîâàíèÿ, îáëàäàþùåãî õîðîøî îïðåäåëåííîé âíåøíåé ãðàíèöåé. Ïðîâåäåí 
àíàëèç àëãîðèòìîâ, ðàçðàáîòàíî íåîáõîäèìîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå è íà 
ïðèìåðå ìîäåëüíûõ êëàñòåðîâ ïðîâåäåíî åãî òåñòèðîâàíèå. Âûïîëíåíî èçìåðåíèå 
ôîðìû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíîâåñíûõ êëàñòåðîâ, âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö â 
êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì Ëåííàðäà-Äæîíñà. Ïîêàçàíî, ÷òî â 
ïðåäëîæåííîì ìåòîäå äëÿ òàêèõ êëàñòåðîâ êîððåêòíî âîñïðîèçâîäÿòñÿ 
îñöèëëÿöèè ðàçìåðíûõ ýôôåêòîâ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàãè÷åñêèõ ÷èñåë. 
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1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ 
 

Îäíîé èç õàðàêòåðíûõ òåíäåíöèé â ðàçâèòèè ñîâðåìåííîãî ìàòåðèàëî-
âåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùàÿ ðîëü êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, 
êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ 
ðàçðàáàòûâàåìûõ ìàòåðèàëîâ è ðàñ÷åòà èõ õàðàêòåðèñòèê. Ðîëü òàêîãî 
ìîäåëèðîâàíèÿ îñîáåííî âåëèêà â òåõ îáëàñòÿõ, â êîòîðûõ íàòóðíûå 
ýêñïåðèìåíòû äëèòåëüíû, ñîïðÿæåíû ñ áîëüøèìè çàòðàòàìè è îïàñíû. 
Ïðèìåðîì ìîæåò çàäà÷à ðàçðàáîòêè êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ äëÿ 
ÿäåðíîé ýíåðãåòèêè [1]. 
 Öåííîñòü òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäñêàçàíèé îñîáåííî âîçðàñòàåò, åñëè îíè 
ïîëó÷àþòñÿ èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ. Ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü òîëüêî â 
ðåçóëüòàòå ñîãëàñîâàííîãî îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà íà ðàçëè÷íûõ 
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ, ò.å. íà ðàçíûõ óðîâíÿõ ñòðîåíèÿ 
âåùåñòâà. 
 Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîæíî ñ÷èòàòü íàäåæíî óñòàíîâëåííûì, ÷òî 
èçìåíåíèå ìåõàíè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ îáëó÷åííûõ ìàòåðèàëîâ 
çàâèñèò â îñíîâíîì îò õàðàêòåðà âçàèìîäåéñòâèÿ èñõîäíîé 
äèñëîêàöèîííîé ñòðóêòóðû ñ êîìïëåêñàìè ðàäèàöèîííûõ äåôåêòîâ. 
Ïðèìåðîì ïîäîáíîãî êîìïëåêñà ìîãóò ñëóæèòü âàêàíñèîííûå èëè 
ãàçîíàïîëíåííûå ïîðû [2], îáðàçîâàíèå è ýâîëþöèÿ êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ 
íà àòîìíîì óðîâíå. 
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 Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîäîáíûé äåôåêò ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå 
ñòðóêòóðíîãî ýëåìåíòà ñëåäóþùåãî (äèñëîêàöèîííîãî) óðîâíÿ íåîáõîäèìî 
èìåòü âîçìîæíîñòü äåòåêòèðîâàíèÿ îáðàçîâàíèÿ ñêîïëåíèé ïåðâè÷íûõ 
ðàäèàöèîííûõ äåôåêòîâ è îïèñàíèÿ èõ ñâîéñòâà. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî 
ðàçðåøèòü  äâå  îñíîâíûå  ïðîáëåìû.  Ïåðâàÿ  èç  íèõ  ñâÿçàíà  ñ  òåì,  ÷òî  
ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ, îñíîâàííûå íà êîíöåïöèè ÷àñòèö, îïåðèðóþò 
ëèøü òàêèìè âåëè÷èíàìè êàê ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö è âçàèìîäåéñòâèå 
ìåæäó íèìè. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì, êîòîðûé 
ïîçâîëèë áû èç ìíîæåñòâà âñåõ ÷àñòèö âûäåëèòü òî ïîäìíîæåñòâî, 
êîòîðîå è ôîðìèðóåò ñêîïëåíèå ðàäèàöèîííûõ äåôåêòîâ. Âòîðàÿ 
ïðîáëåìà ñâÿçàíà ñ íåîáõîäèìîñòüþ îïèñàíèÿ âûäåëåííîãî ïîäìíîæåñòâà 
êàê åäèíîãî öåëîãî, ò.å. êàê ñòðóêòóðíîãî ýëåìåíòà ñëåäóþùåãî óðîâíÿ. 
Ïðè ýòîì äëÿ âàêàíñèîííûõ ïîð íóæíî óìåòü îïèñûâàòü èõ ôîðìó.  Ýòî 
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðîñòîé øàðîîáðàçíîé ôîðìîé îáëàäàåò ëèøü ïîðà, 
îáðàçîâàâøàÿñÿ â àìîðôíîì âåùåñòâå. Â êðèñòàëëå ïîâåðõíîñòíàÿ 
ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êðèñòàëëîãðàôè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ, è äëÿ 
íåêîòîðûõ ñèíãîíèé ðàçëè÷èÿ åå çíà÷åíèé â çàâèñèìîñòè îò îðèåíòàöèè 
ìîãóò äîñòèãàòü áîëåå 50% [2]. Ôàêòîðàìè, âëèÿþùèìè íà ôîðìó ïîðû, 
ÿâëÿþòñÿ òàêæå êèíåòèêà åå ðîñòà è êðèñòàëëîãðàôè÷åñêàÿ àíèçîòðîïèÿ 
âçàèìîäåéñòâèÿ âàêàíñèé ñ ïîðàìè. 
 Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà è òåñòèðîâàíèå ìåòîäà 
îïèñàíèÿ ôîðìû ëîêàëüíîãî àòîìíîãî îáðàçîâàíèÿ ñ õîðîøî 
îïðåäåëåííîé âíåøíåé ãðàíèöåé. Â ðåàêòîðíîì ìàòåðèàëîâåäåíèè 
ïîäîáíûì îáðàçîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîðà. Äðóãèì âàæíûì ïðèìåðîì òàêèõ 
ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ñàìîïîääåðæèâàþùèåñÿ êëàñòåðû, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â 
öåíòðå âíèìàíèÿ íàíîôèçèêè, ïîñêîëüêó îáëàäàþò óíèêàëüíûìè 
ôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè è íàõîäÿò ìíîãî÷èñëåííûå ïðàêòè÷åñêèå 
ïðèìåíåíèÿ â êàòàëèçå, ôîòîíèêå, ïðè ðàçðàáîòêå ðàçëè÷íûõ 
ñîâðåìåííûõ íàíîóñòðîéñòâ è ò.ä. 
 
2. ÌÅÒÎÄ ÎÏÈÑÀÍÈß ÔÎÐÌÛ ÊÎÌÏÀÊÒÍÎÃÎ ÀÒÎÌÍÎÃÎ 

ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß 
 

Â ïðåäûäóùåé ðàáîòå àâòîðîâ [3] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ ïåðâîé 
èç îáîçíà÷åííûõ âûøå ïðîáëåì, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò ýôôåêòèâíûé è 
óñòîé÷èâûé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ àòîìîâ, îáðàçóþùèõ âíåøíþþ 
ãðàíèöó S ëîêàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ. Â ýòîì ìåòîäå S ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 
îáúåäèíåíèå n òðåóãîëüíûõ ïîëèãîíîâ 
 

 1 1S n n
i ii i i iA BC S , (1) 

 

ãäå , ,i i iA B C  – âåðøèíû i-ãî ïîëèãîíà, óïîðÿäî÷åííûå òàê, ÷òî 

íàïðàâëåíèå îáõîäà 
 

 i i iA B C , (2) 
 

îïðåäåëÿåò âíåøíþþ íîðìàëü. Êàê ñëåäñòâèå, äëÿ êàæäîãî ïîëèãîíà 
ìîæíî îïðåäåëèòü íîðìèðîâàííûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè 
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Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäëîæåííîì ïîäõîäå ëîêàëüíîå àòîìíîå îáðàçîâàíèå 
ìîäåëèðóåòñÿ ïîëèýäðîì ñ âíåøíåé ãðàíèöåé S. Ñîîòâåòñòâåííî, ïëîùàäü 
ïîâåðõíîñòè îáðàçîâàíèÿ – ýòî ïëîùàäü ãðàíèöû S,  åãî  îáúåì  –  ýòî  
îáúåì, îãðàíè÷åííûé ãðàíèöåé S, à åãî ôîðìà – ýòî ôîðìà ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ïîëèýäðà. 
 Åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåñòèòü â öåíòð ïîëèýäðà, òî ãðàíèöó S 
ìîæíî ôîðìàëüíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ôóíêöèè r( , ),  ãäå  ( , ) – 
ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè r( , )  S. Ïîýòîìó ïåðâûé âîçìîæíûé 
ïîäõîä ê îïèñàíèþ ôîðìû ïîëèýäðà ñîñòîèò â ðàçëîæåíèè ôóíêöèè 
r( , ) â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì 
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l

lm lm
l m l

r r Q Y , (4) 

 

ãäå r  – ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàäèóñà ïîëèýäðà 
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( , )
4

r r d , (4) 

 

à Ylm( , ) – ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè. Òîãäà äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ôîðìû 
ïîëèýäðà ìîæíî èñïîëüçîâàòü âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ {Qlm}  (l  0,1,…,L;  
– l,…,+ l). 
 Òàêîé ïîäõîä èìååò êàê ñâîè ïðåèìóùåñòâà, òàê è íåäîñòàòêè. Åãî 
ñèëüíîé ñòîðîíîé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êîýôôèöèåíòû Qlm ïîëó÷àþòñÿ  â  
ðåçóëüòàòå äâóìåðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì ( , ), è ïîýòîìó 
èõ ìîæíî ñðàâíèòåëüíî ëåãêî è áûñòðî âû÷èñëèòü. 
Ê íåäîñòàòêàì îòíîñèòñÿ òî, ÷òî ðàçìåðíîñòü âåêòîðà {Qlm} ìîæåò áûòü 
äîñòàòî÷íî áîëüøîé. Íàïðèìåð, äëÿ L  4 ÷èñëî êîìïîíåíò ýòîãî âåêòîðà 
ðàâíî 25. Ñàìà ôóíêöèÿ r( , ) íåïðåðûâíà, îäíàêî îíà èìååò ðàçðûâû â 
ïðîèçâîäíûõ êàê ïî , òàê è ïî . Ýòè ðàçðûâû ëîêàëèçîâàíû íà ðåáðàõ 
è â âåðøèíàõ ïîëèýäðà. Ïîýòîìó èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé ìîæíî îæèäàòü, 
÷òî ðàçëîæåíèå (5) áóäåò ñõîäèòüñÿ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî, è îöåíêà L  4 
ÿâëÿåòñÿ ÷åðåñ÷óð îïòèìèñòè÷åñêîé. Îäíàêî ãëàâíûé íåäîñòàòîê 
ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â äðóãîì. Åñëè ìû õîòèì, ÷òîáû 
êëàñòåð ìîæíî áûëî ðàññìàòðèâàòü êàê ñòðóêòóðíûé ýëåìåíò íåêîòîðîãî 
óðîâíÿ,  ïðè÷åì  îäíîé  èç  õàðàêòåðèñòèê  ýòîãî  ýëåìåíòà  ÿâëÿåòñÿ  åãî  
ôîðìà, òî æåëàòåëüíî, ÷òîáû çíà÷åíèÿ âåëè÷èí, êîòîðûå îïèñûâàþò 
ôîðìó, çàâèñåëè ëèøü îò ñàìîãî êëàñòåðà. Äðóãèìè ñëîâàìè, æåëàòåëüíî, 
÷òîáû èçìåíåíèå ìàñøòàáà ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, òðàíñëÿöèÿ â 
ïðîñòðàíñòâå êëàñòåðà êàê öåëîãî èëè åãî âðàùåíèå îòíîñèòåëüíî 
ïðîèçâîëüíîé îñè íå ìåíÿëè çíà÷åíèé ýòèõ âåëè÷èí. Ôîðìàëüíî ýòî 
îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå âåëè÷èíû äîëæíû áûòü èíâàðèàíòíûìè 
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îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîð {Qlm} 
òàêîé èíâàðèàíòíîñòüþ íå îáëàäàåò. 
 Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ïðèâëåêàòåëüíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîäõîä, 
îñíîâàííûé  íà  èíâàðèàíòàõ  ìîìåíòîâ  èíåðöèè,  êîòîðûé  âïåðâûå  áûë  
ïðåäëîæåí â 1962 ãîäó äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ áóêâ òåêñòà [4], è êîòîðûé äî 
ñèõ  ïîð  ïðàêòè÷åñêè  íå  èñïîëüçîâàëñÿ  â  ìàòåðèàëîâåäåíèè.  Ñóòü  åãî  
ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáúåêò ïðîèçâîëüíîé ôîðìû ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñâîåé 
èíäèêàòîðíîé ôóíêöèåé D(r), îïðåäåëÿåìîé ñëåäóþùèì îáðàçîì 
 

 
1 äëÿ  âíóòðè îáúåêòà,

( )
0 äëÿ  ñíàðóæè îáúåêòà.

D
r

r
r

 (4) 

 

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôóíêöèè ìîæíî ðàññ÷èòàòü ìîìåíòû pqr ýòîãî îáúåêòà 
 

 ( )p q r
pq r d x y z Dr r , (8) 

 

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåìó òðåõìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó, è 
(p, q, r) – òðîéêà íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Ïðè ýòîì ïîðÿäîê 
ìîìåíòà ðàâåí 
 

 n  q + p + r. (9) 
 

Ê ìîìåíòàì ñàìûõ íèçêèõ ïîðÿäêîâ îòíîñèòñÿ îáúåì îáúåêòà 
 

 V  000, (10) 
 

è êîîðäèíàòû åãî öåíòðà ìàññ: 
 

 xCM  100/V,   yCM  010/V,   zCM  001/V. (11) 
 

 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé îáúåêò ïåðåìåùåí òàê, ÷òî åãî 
öåíòð ìàññ ñîâïàäàåò ñ  íà÷àëîì êîîðäèíàò.  Ðàññ÷èòàííûå â ýòîì ñëó÷àå 
ìîìåíòû íàçûâàþòñÿ öåíòðàëüíûìè [5]. Öåíòðàëüíûå ìîìåíòû âòîðîãî 
ïîðÿäêà â ñîâîêóïíîñòè îáðàçóþò òåíçîð âòîðîãî ðàíãà – òåíçîð ìîìåíòîâ 
èíåðöèè I: 
 

 

020 002 110 101

110 200 002 011

101 011 200 020

I . (12) 

 

Ýòîò òåíçîð èìååò òðè èíâàðèàíòà [5]: 
 

 

1 200 020 002

2 2 2
2 200 020 200 002 020 002 110 101 011

2 2 2
3 200 020 002 110 101 011 200 011 020 101 002 110

,

,

2 .

O

O

O

 (13) 

 

Ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ èíâàðèàíòîâ îïðåäåëèì òðè áåçðàçìåðíûõ 
èíâàðèàíòà ìîìåíòîâ 
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à çàòåì ââåäåì íîðìèðîâàííûå âåëè÷èíû 
 

 1
1

1
S

,     2
2

2
S

,     3
3

3
S

, (15) 

 

ãäå S
i  – ñîîòâåòñòâóþùèå èíâàðèàíòû ìîìåíòîâ äëÿ ñôåðû. 

 Î÷åâèäíî, ÷òî áåçðàçìåðíûå èíâàðèàíòû ( 1, 2, 3)  íå  çàâèñÿò  îò  
èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ò.å. äëÿ íèõ 
âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå èç ïîñòàâëåííûõ âûøå óñëîâèé – îíè íå çàâèñÿò îò 
ðàçìåðà  êëàñòåðà.  Ðàíåå  áûëî  ïîêàçàíî  [6],  ÷òî  1 è 2 –  ýòî  
áåçðàçìåðíûå èíâàðèàíòû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ, à 3 – 
áåçðàçìåðíûé èíâàðèàíò îòíîñèòåëüíî àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Äëÿ 
ðÿäà âàæíûõ òðåõìåðíûõ îáúåêòîâ (òàêèõ êàê òåòðàýäð, êóá, îêòàýäð, 
ýëëèïñîèä, ñôåðà è ò.ï.) áûëè ïîëó÷åíû òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ 
èíâàðèàíòîâ ìîìåíòîâ è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âñå òðè èíâàðèàíòà 
( 1, 2, 3) èìåþò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ñôåðû. 
Ïîýòîìó íîðìèðîâàííûå âåëè÷èíû ( 1, 2, 3) èçìåíÿþòñÿ â èíòåðâàëå 
îò  0  äî  1.  Åñëè  ââåñòè  ïðåäñòàâëåíèå  î  ïðîñòðàíñòâå  èíâàðèàíòîâ  
ìîìåíòîâ [7], òî íîðìèðîâàííûå èíâàðèàíòû ìîìåíòîâ äëÿ òåë ðàçëè÷íîé 
ôîðìû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå òî÷åê âíóòðè åäèíè÷íîãî êóáà. 
 ßñíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëèýäðà 3S  ñ  ãðàíèöåé  S, íå 
îáëàäàþùåãî ñèììåòðèåé, ìîìåíòû pqr (à çàòåì è èíâàðèàíòû ìîìåíòîâ) 
ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. 
Ïîñêîëüêó ãðàíèöà îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ñëîæíàÿ, ïîäèíòåãðàëüíàÿ 
ôóíêöèÿ íå ëîêàëèçîâàíà â î÷åíü ìàëûõ îáëàñòÿõ è ïðèåìëåìîé 
ÿâëÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíî íèçêàÿ òî÷íîñòü, òî õîðîøèì âàðèàíòîì ðåøåíèÿ 
çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî (ÌÊ). 
Îáÿçàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿþòñÿ îáëàñòü ñ ïðîñòûìè 
ãðàíèöàìè, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò ðàññìàòðèâàåìóþ ñëîæíóþ îáëàñòü 
èíòåãðèðîâàíèÿ, ïëþñ ïðîöåäóðà, ïîçâîëÿþùàÿ îïðåäåëèòü, ïîïàäàåò èëè 
íåò ñëó÷àéíàÿ òî÷êà òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà âíóòðü îáëàñòè 
èíòåãðèðîâàíèÿ. 
 Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëñÿ ñëåäóþùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ òàêîé 
ïðîöåäóðû.  Áóäåì  ðàññìàòðèâàòü  ñôåðó  ñ  öåíòðîì  â  òî÷êå  q, êîòîðàÿ 
ïîñòåïåííî ðàñøèðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà âïåðâûå íå êîñíåòñÿ ãðàíèöû S 
â íåêîòîðîé òî÷êå p  S. Ïîñêîëüêó S – êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî ìîæíî 
ïîêàçàòü  [8],  ÷òî  â  ýòîì  ñëó÷àå  äëÿ  ñôåðû  ñïðàâåäëèâî  òî  æå  ñàìîå  
îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ, ÷òî è äëÿ ïðîáíîé òî÷êè q, ò.å. îíè îäíîâðåìåííî 
ëåæàò èëè âíóòðè èëè âíå ïîëèýäðà. Ñðàâíèâàÿ íàïðàâëåíèå n(p) âíåøíåé 
íîðìàëè ê S  â  òî÷êå  p ñ âåêòîðîì r  q – p, ìîæíî îïðåäåëèòü, 
ïðèáëèæàåòñÿ ëè ñôåðà ê S èçíóòðè èëè ñíàðóæè, ò.å. ëåæèò ëè ïðîáíàÿ 
òî÷êà q âíóòðè  èëè  ñíàðóæè.  Òàêèì  îáðàçîì,  çàäà÷à  ñâîäèòñÿ  ê  
âû÷èñëåíèþ êðàò÷àéøåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðîáíîé òî÷êîé q è ãðàíèöåé 
S è îïðåäåëåíèþ çíàêà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ n(p) è r: 
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åñëè ( ) ( ) 0, òî S

åñëè ( ) ( ) 0, òî S

n p q p q

n p q p q
. (16) 

 

 Â ïðåäëàãàåìîì ìåòîäå êëàñòåð ìîäåëèðóåòñÿ ïîëèýäðîì. Ïîýòîìó 
ëþáàÿ òî÷êà S p  S ëåæèò ëèáî âíóòðè òðåóãîëüíîãî ïîëèãîíà, ëèáî íà 
ðåáðå, îáùåì äëÿ äâóõ ñìåæíûõ ïîëèãîíîâ, ëèáî â âåðøèíå ïîëèýäðà, ò.å. 
â  òî÷êå,  îáùåé  äëÿ  âñåõ  ïîëèãîíîâ,  èìåþùèõ  ýòó  âåðøèíó.  Âíåøíÿÿ  
íîðìàëü n(p) ê S â òî÷êå p, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ôóíêöèÿ p, áóäåò 
íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé â ïåðâîì ñëó÷àå, îäíàêî â äâóõ îñòàëüíûõ áóäåò 
èìåòü ðàçðûâû, ÷òî äåëàåò çàòðóäíèòåëüíûì èñïîëüçîâàíèå êðèòåðèÿ (16). 
 Åñòåñòâåííûì  âûõîäîì  â  ýòîé  ñèòóàöèè  ÿâëÿåòñÿ  èñïîëüçîâàíèå  â  
òî÷êàõ ðàçðûâà âìåñòî âíåøíåé íîðìàëè n âçâåøåííîãî ñðåäíåãî òàêèõ 
íîðìàëåé. Ýòî âçâåøåííîå ñðåäíåå ìîæíî íàçâàòü îáîáùåííîé íîðìàëüþ. 
Ïðè ýòîì óñðåäíåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî îêðåñòíîñòè p. Â ñîîòâåòñòâèè ñ 
ýòèì ïóñòü B(p, ) – ñôåðè÷åñêàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè p ðàäèóñà . Òîãäà 
îáëàñòü, ïî êîòîðîé íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü óñðåäíåíèå n,  çàäàåòñÿ  â  
âèäå 
 

 ( , ) ( , ) SN Bp p , (17) 
 

à îáîáùåííàÿ íîðìàëü ñòðîãî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåçóëüòàò ïðåäåëüíîãî 
ïåðåõîäà: 
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n
. (18) 

 

 Â ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè ãðàíèöà S ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå 
òðåóãîëüíûõ  ïîëèãîíîâ  (1),  è  åñëè  ðàññìàòðèâàòü  òîëüêî  âíóòðåííèå  
òî÷êè p ïîëèãîíîâ, òî 
 

 ( ) constin p N      äëÿ  iSp . (19) 
 

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (18), ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ 
îáîáùåííîé íîðìàëè: 
 

1

1

1

1) âíóòðåííîñòü ïîëèãîíà: åñëè , òî ;

2) ðåáðî: åñëè , òî ;

3) âåðøèíà: åñëè , òî .

i i

i j
i j

i j
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  (20) 

 

Çäåñü  i – ýòî óãîë ïðè âåðøèíå p â òðåóãîëüíîì ïîëèãîíå Si. 
 Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì ïîäõîäîì, ïðèíÿòîì ïðè ìíîãîìåðíîì 
èíòåãðèðîâàíèè  ìåòîäîì  ÌÊ,  ðàññìàòðèâàåìûé  ïîëèýäð  çàêëþ÷àëñÿ  â  
îáëàñòü  ñ  ïðîñòûìè  ãðàíèöàìè  –  â  ïðÿìîóãîëüíûé  ïàðàëëåëåïèïåä,  à  
çàòåì â ðåçóëüòàòå ìíîãîêðàòíûõ èñïûòàíèé ðàññ÷èòûâàëîñü ñðåäíåå 
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çíà÷åíèå ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â (8) ïî ýòîìó ïðÿìîóãîëüíîìó 
ïàðàëëåëåïèïåäó. Òîãäà íà îñíîâàíèè òåîðåìû î ñðåäíåì èíòåãðàë (8) 
áóäåò ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ íàéäåííîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ è îáúåìà 
ïàðàëëåëåïèïåäà. 
 Â êàæäîì îòäåëüíîì èñïûòàíèè ðàçûãðûâàëàñü ñëó÷àéíàÿ òî÷êà q ñ 
ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå, è 
ïðîâåðÿëîñü, ëåæèò ëè ýòà òî÷êà âíóòðè èëè ñíàðóæè ïîëèýäðà. 
Êîíêðåòíî, äëÿ äàííîé ïðîáíîé òî÷êè q îïðåäåëÿëàñü òî÷êà p íà ãðàíèöå 
S, â êîòîðîé âñïîìîãàòåëüíàÿ ñôåðà ñ öåíòðîì â òî÷êå q, ðàñøèðÿÿñü, 

âïåðâûå êîñíåòñÿ ãðàíèöû. Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå ïåðåáèðàëèñü 
ïîñëåäîâàòåëüíî âñå n òðåóãîëüíûõ ïîëèãîíîâ i i iA BC . Êàæäûé ïîëèãîí 

îïðåäåëÿåò ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òðè òî÷êè ( , , )i i iA B C , îáùåå 

óðàâíåíèå êîòîðîé 
 

 0i idN r . (21) 
 

Ïóñòü âñïîìîãàòåëüíàÿ ñôåðà, ðàñøèðÿÿñü, êàñàåòñÿ ýòîé ïëîñêîñòè â 
òî÷êå ti, êîòîðàÿ ìîæåò ëåæàòü, êàê âíóòðè, òàê è âíå òðåóãîëüíîãî 
ïîëèãîíà Si. Åñëè ti  Si, òî îïðåäåëÿëîñü ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîáíîé 
òî÷êîé è t, à çàòåì èç âñåõ òðåóãîëüíûõ ïîëèãîíîâ âûáèðàëñÿ òîò, äëÿ 
êîòîðîãî ýòî ðàññòîÿíèå tp áóäåò íàèìåíüøèì. 
 Çàòåì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïåðåáèðàëèñü âñå ðåáðà íà ãðàíèöå S. 
Êàæäîå ðåáðî çàäàåòñÿ äâóìÿ âåðøèíàìè. Ïîýòîìó ìîæíî îïðåäåëèòü 
ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòè âåðøèíû. Íàõîäèëàñü òî÷êà, â êîòîðîé 
âñïîìîãàòåëüíàÿ ñôåðà, ðàñøèðÿÿñü, âïåðâûå êàñàåòñÿ ýòîé ïðÿìîé, è 
ïðîâåðÿëîñü, ëåæèò ëè òî÷êà êàñàíèÿ âíóòðè èëè âíå äàííîãî ðåáðà. 
Åñëè  òî÷êà  ëåæèò  âíóòðè  ðåáðà,  òî  âû÷èñëÿëîñü  ðàññòîÿíèå  ìåæäó  
ïðîáíîé  òî÷êîé  è  ðåáðîì,  à  çàòåì  èç  âñåõ  ðåáåð  âûáèðàëîñü  òî,  äëÿ  
êîòîðîãî ýòî ðàññòîÿíèå te ìèíèìàëüíî. 
 È, íàêîíåö, íàõîäèëàñü áëèæàéøàÿ ê ïðîáíîé òî÷êå âåðøèíà 
ïîëèýäðà, óäàëåííàÿ îò q íà ðàññòîÿíèå t . Î÷åâèäíî, âñïîìîãàòåëüíàÿ 
ñôåðà,  ðàñøèðÿÿñü,  èç  âñåõ  âåðøèí  âïåðâûå  äîñòèãíåò  èìåííî  ýòîé  
âåðøèíû. 
 Èç òðåõ íàéäåííûõ ðàññòîÿíèé: tp, te, t , âûáèðàëîñü íàèìåíüøåå, ò.å. 
îïðåäåëÿëèñü òèï è ïîëîæåíèå òî÷êè p, à çàòåì íà îñíîâàíèè 
óñòàíîâëåííîãî òèïà ýòîé òî÷êè ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (20) 
îïðåäåëÿëàñü  îáîáùåííàÿ  íîðìàëü.  Çíàÿ  âåëè÷èíó  íîðìàëè,  ìîæíî  ñ  
ïîìîùüþ êðèòåðèÿ (16) óñòàíîâèòü, ëåæèò ëè ïðîáíàÿ òî÷êà âíóòðè èëè 
âíå ðàññìàòðèâàåìîãî ïîëèýäðà. 
 ßñíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ðàññòîÿíèÿ tp íåîáõîäèìî ïðîâåðÿòü 
ñïðàâåäëèâîñòü îòíîøåíèÿ ti  Si,  ò.å.  ðåøàòü çàäà÷ó,  àíàëîãè÷íóþ âñåé 
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å â öåëîì. Îäíàêî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå ÿâëÿåòñÿ 
êðèòè÷åñêèì, ïîñêîëüêó ïðîâåðêà îòíîøåíèÿ ti  Si ïðåäñòàâëÿåò 
äâóìåðíóþ ïðîáëåìó, êîòîðàÿ èìååò ðÿä õîðîøî èçó÷åííûõ ìåòîäîâ 
ðåøåíèÿ. 
 Äëÿ ìíîãîóãîëüíèêà ñòàíäàðòíûìè ñ÷èòàþòñÿ äâà ñëåäóþùèõ ìåòîäà: 
îïðåäåëåíèå ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé è ÷èñëà êðó÷åíèÿ. Â ïåðâîì ìåòîäå èç 
ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè ïðîâîäèòñÿ ïðîèçâîëüíûé ëó÷, è ïîäñ÷èòûâàåòñÿ 
÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ýòîãî ëó÷à è ãðàíèöû ìíîãîóãîëüíèêà. Åñëè ýòî ÷èñëî 
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íå÷åòíî,  òî  òî÷êà  ëåæèò  âíóòðè,  à  åñëè  ÷åòíî,  –  òî  âíå  îáëàñòè.  Âî  
âòîðîì ìåòîäå â ðàññìîòðåíèå ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ òî÷êà, êîòîðàÿ 
èçíà÷àëüíî  ïîìåùàåòñÿ  â  îäíó  èç  âåðøèí  ïîëèãîíà.  Çàòåì  
âñïîìîãàòåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåìåùàåòñÿ â ñìåæíóþ 
âåðøèíó  äî  òåõ  ïîð,  ïîêà  íå  áóäåò  ñîâåðøåí  ïîëíûé  öèêë,  è  òî÷êà  íå  
âåðíåòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå. Ïðè ýòîì èçìåðÿåòñÿ ñóììà çà öèêë âñåõ 
óãëîâ,  íà  êîòîðûå  ïîâîðà÷èâàåòñÿ  âåêòîð,  ñîåäèíÿþùèé  ïðîáíóþ  è  
âñïîìîãàòåëüíóþ òî÷êè. Åñëè ýòà ñóììà ðàâíà íóëþ, òî ïðîáíàÿ òî÷êà 
ëåæèò âíå, à åñëè îòëè÷íà îò íóëÿ – òî âíóòðè ïîëèãîíà. 
 Îäíàêî ïðîâåðêà ïîêàçàëà, ÷òî ýòè ìåòîäû îáëàäàþò íèçêîé 
ýôôåêòèâíîñòüþ,  è  ÷óâñòâèòåëüíû  ê  îøèáêàì  îêðóãëåíèÿ.  Ïîýòîìó  â  
íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçîâàëñÿ ìåíåå óíèâåðñàëüíûé, íî î÷åíü 
ýôôåêòèâíûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà àíàëèçå çíàêà ñêàëÿðíîãî 
ïðîèçâåäåíèÿ ìåæäó âåêòîðîì, ñîåäèíÿþùèì òî÷êó ti è ïðîèçâîëüíóþ 
òî÷êó j-é ñòîðîíû (äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûáèðàëàñü ñåðåäèíà ñòîðîíû rj) è 
âåêòîðîì âíåøíåé íîðìàëè ê ýòîé ñòîðîíå nj (ðèñ.  1).  Òàêîé  àíàëèç  
ïðîâîäèëñÿ äëÿ âñåõ ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà. Íå óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð 
ýòîãî ìåòîäà ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèøü äëÿ 
âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Îäíàêî ïîñêîëüêó ëþáîé òðåóãîëüíèê 
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî äëÿ èñïîëüçóåìîé ìîäåëè 
ïîâåðõíîñòè êëàñòåðà ýòî îãðàíè÷åíèå íåñóùåñòâåííî. 
Â ýòîì ìåòîäå àíàëèçèðóþòñÿ çíàêè ðàññìàòðèâàåìûõ ñêàëÿðíûõ 
ïðîèçâåäåíèé: åñëè âñå ïðîèçâåäåíèÿ ïîëîæèòåëüíû, òî òî÷êà ëåæèò 
âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà (ðèñ.1à). Åñëè âñå ïðîèçâåäåíèÿ ïîëîæèòåëüíû, 
çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî, êîòîðîå ðàâíî íóëþ, òî ïðîáíàÿ òî÷êà ëåæèò íà 
ñòîðîíå, äëÿ êîòîðîé ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ. Åñëè ïîëîæèòåëüíû âñå 
ïðîèçâåäåíèÿ,  çà  èñêëþ÷åíèåì  äâóõ,  êîòîðûå  ðàâíû  íóëþ,  òî  ïðîáíàÿ  
òî÷êà ëåæèò â âåðøèíå, ÿâëÿþùåéñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ñòîðîí, äëÿ 
êîòîðûõ ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíû íóëþ. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðîáíàÿ 
òî÷êà ëåæèò âíå ìíîãîóãîëüíèêà (ðèñ. 1 á). 
 
 

 
         à           á  
 

Ðèñ.  1 – Àëãîðèòì ïðîâåðêè ëåæèò ëè ïðîáíàÿ òî÷êà âíóòðè (a) èëè âíå (á) 
âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà 
 
 Äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïðîöåäóðû èíòåãðèðîâàíèÿ â 
íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçîâàëñÿ ðÿä ïðèåìîâ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ìåòîäå 
íåîáõîäèìî ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ ñòîðîí  AiBiCi àíàëèçèðîâàòü 
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çíàêè ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé (rj – tj)nj.  Î÷åâèäíî,  ÷òî  ïðèáàâëåíèå  ê  
ïåðâîìó ñîìíîæèòåëþ ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ëþáîãî âåêòîðà, íîðìàëüíîãî 
ïëîñêîñòè  ïîëèãîíà,  íå  âëèÿåò  íà  âåëè÷èíó,  à  òåì  áîëåå  íà  çíàê  
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïîýòîìó àíàëèçèðîâàëîñü ïðîèçâåäåíèå, â 
êîòîðîì ïåðâûì ñîìíîæèòåëåì ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòü ìåæäó âåêòîðîì, 
ñîåäèíÿþùèì ïðîáíóþ òî÷êó q è ñåðåäèíó ñòîðîíû rj. Ïðè òàêîì ïîäõîäå 
ìîæíî âîîáùå íå ðàññ÷èòûâàòü êîîðäèíàòû òî÷êè ti, ÷òî ïîâûøàåò 
ýôôåêòèâíîñòü âû÷èñëåíèé. 

Êðîìå òîãî, âìåñòî ìåòðèêè |r| èñïîëüçîâàëàñü ýêâèâàëåíòíàÿ ìåòðèêà 
r2, ÷òî ïîçâîëèëî â ïðîãðàììå èçáåæàòü ïðèìåíåíèÿ ñðàâíèòåëüíî 
ìåäëåííîé âñòðîåííîé ôóíêöèè èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ. Øèðîêî 
ïðèìåíÿëèñü òàêæå ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé, à 
âñå ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû çàäà÷è, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò êîíêðåòíîãî 
èñïûòàíèÿ, ðàññ÷èòûâàëèñü äëÿ êàæäîãî ïîëèãîíà äî íà÷àëà èñïûòàíèé 
è ñîõðàíÿëèñü â âèäå îòäåëüíîãî îáúåêòà ïðîèçâîäíîãî òèïà. 
 Ïðîöåäóðà èçìåðåíèÿ ôîðìû âêëþ÷àëà äâóêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå 
ìåòîäîì ÌÊ. Ïðè ïåðâîì èíòåãðèðîâàíèè èçìåðÿëèñü ìîìåíòû íóëåâîãî 
(îáúåì) è ïåðâîãî (êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ) ïîðÿäêîâ. Ïîñëå ýòîãî âåñü 
ïîëèýäð êàê öåëîå ñìåùàëñÿ òàê, ÷òîáû åãî öåíòð ìàññ îêàçàëñÿ â íà÷àëå 
êîîðäèíàò. Çàòåì ïåðåñ÷èòûâàëèñü ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè 
òðåóãîëüíûõ ïîëèãîíîâ, è ïðè âòîðîì èíòåãðèðîâàíèè èçìåðÿëèñü 
ìîìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà (êîìïîíåíòû òåíçîðà ìîìåíòîâ èíåðöèè), à 
çàòåì è áåçðàçìåðíûå èíâàðèàíòû ìîìåíòîâ. 
 
3. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÐÀÑ×ÅÒÎÂ È ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ 
 

Äëÿ ðåàëèçàöèè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà íà ÿçûêå Ôîðòðàí 90 áûëî 
ðàçðàáîòàíî íåîáõîäèìîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå. Åãî òåñòèðîâàíèå 
ïðîâîäèëîñü íà ïðèìåðå ðÿäà ïîëèýäðîâ: òåòðàýäðà, êóáà è îêòàýäðà, äëÿ 
êîòîðûõ èçâåñòíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ ìîìåíòîâ. 
 Çàòåì ðàçðàáîòàííûé ìåòîä áûë èñïîëüçîâàí äëÿ èçìåðåíèÿ ôîðìû 
ðàâíîâåñíûõ àòîìíûõ êëàñòåðîâ, ìåæ÷àñòè÷íîå âçàèìîäåéñòâèå â 
êîòîðûõ çàäàåòñÿ ïîòåíöèàëîì Ëåííàðäà-Äæîíñà (ËÄ) [9]: 
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( ) 4V r
r r

. (22) 

 

 Çäåñü r – ðàññòîÿíèå ìåæäó âçàèìîäåéñòâóþùèìè ÷àñòèöàìè,  – 
ýíåðãåòè÷åñêèé, à  – ïðîñòðàíñòâåííûé ïàðàìåòðû. Ýòîò ìîäåëüíûé 
ïîòåíöèàë èìååò õàðàêòåð ïðèòÿæåíèÿ ïðè áîëüøèõ r, ìèíèìóì âáëèçè 
21/6   1.122 , è ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî îòòàëêèâàþùèì íà áîëåå êîðîòêèõ 
ðàññòîÿíèÿõ, ïðîõîäÿ ÷åðåç íóëü ïðè r   è êðóòî âîçðàñòàÿ ïðè 
äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè r. 
 Ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå ðàâíîâåñíàÿ àòîìíàÿ êîíôèãóðàöèÿ 
ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, êîòîðàÿ äëÿ êëàñòåðà, 
ñîäåðæàùåãî n àòîìîâ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé â 3n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå: 
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Çäåñü rij  |ri – rj| – ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìàìè i è j. 
 Òàêèì îáðàçîì, ðàâíîâåñíàÿ êîíôèãóðàöèÿ àòîìîâ îòâå÷àåò ìèíèìóìó 
íà ïîâåðõíîñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà 
ýòîé ïîâåðõíîñòè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ìèíèìóìîâ, è íóæíî íàéòè èç 
íèõ ñàìûé ãëóáîêèé – ãëîáàëüíûé. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ î÷åíü òðóäíîé è 
äî ñèõ ïîð äî êîíöà íå ðåøåíà. Ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïîëíîå 
÷èñëî ìèíèìóìîâ ïðè óâåëè÷åíèè n ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî è, ïî 
îöåíêàì, ïðè n  98 ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 1040. Ïðè ýòîì ðå÷ü èäåò ëèøü î 
ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèÿõ èçîìåðîâ, ò.å. êîíôèãóðàöèè, 
êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç äàííîé â ðåçóëüòàòå ïðîñòîé ïåðåíóìåðàöèè 
÷àñòèö, èñêëþ÷åíû. 
 Â òàêîé ñèòóàöèè îñîáóþ öåííîñòü ïðèîáðåòàåò çàäà÷à óñòàíîâëåíèÿ 
íåêîòîðûõ îáùèõ êà÷åñòâåííûõ çàêîíîìåðíîñòåé â ñòðóêòóðå òàêèõ 
ñèñòåì. Àòîìíûå êëàñòåðû ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå àêòèâíî 
èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ íàíîôèçèêè, è äëÿ íèõ õàðàêòåðíî ñóùåñòâîâàíèå 
îñöèëëèðóþùèõ ðàçìåðíûõ ýôôåêòîâ. Ïîñëåäíèå îáóñëîâëåíû òåì, ÷òî 
ìàëûå àòîìíûå ñèñòåìû ÷àñòî îáëàäàþò âûðàæåííîé îáîëî÷å÷íîé 
ñòðóêòóðîé, è ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâóåò çàïîëíåíèþ 
î÷åðåäíîé îáîëî÷êè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ËÄ-êëàñòåðîâ ïðîèñõîäèò 
ôîðìèðîâàíèå è çàïîëíåíèå èêîñàýäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê àòîìîâ. 
Ïîëíîñòüþ çàïîëíåííûå îáîëî÷êè ýòîãî òèïà ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåé 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàãè÷åñêèõ ÷èñåë 
 

 3 2
10 11

5 1
3 3

N z z z , (24) 

 

ãäå öåëîå z ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîðÿäîê îáîëî÷êè. Äëÿ z  1,  2,  3,  4  èç  
(24) ñëåäóåò, ÷òî Ò  13, 55, 147, 309. 
 Ïîýòîìó îäíî èç òðåáîâàíèé, ïðåäúÿâëÿåìûõ ê èíòåãðàëüíûì 
õàðàêòåðèñòèêàì, ââîäèìûì äëÿ îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà àòîìîâ êàê åäèíîãî 
ñòðóêòóðíîãî ýëåìåíòà, ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ñëó÷àå ËÄ-êëàñòåðîâ ýòè 
õàðàêòåðèñòèêè äîëæíû àäåêâàòíî îòðàæàòü íàëè÷èå ïîäîáíûõ 
îñöèëëèðóþùèõ ðàçìåðíûõ ýôôåêòîâ. 
 Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ íè îäèí èç ìåòîäîâ íå ìîæåò 
áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ãàðàíòèðîâàííîãî íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî 
ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè àòîìíîãî êëàñòåðà, ÷èñëî ÷àñòèö â 
êîòîðîì ïðåâûøàåò íåñêîëüêî äåñÿòêîâ. Òåì íå ìåíåå, ïðèìåíåíèå âñåõ 
ìåòîäîâ â ñîâîêóïíîñòè ïîçâîëèëî îïðåäåëèòü òàêèå ìèíèìóìû äëÿ 
ìíîæåñòâà ËÄ-êëàñòåðîâ. Äàííûå îá àòîìíîé ñòðóêòóðå òàêèõ êëàñòåðîâ 
ñîáðàíû â [10]. 
 Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä áûë èñïîëüçîâàí äëÿ èçìåðåíèÿ ôîðìû êëàñòåðîâ ñ 
4  n  150. Ïðè ýòîì íà ïåðâîì øàãå ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, èçëîæåííîé â 
[3], îïðåäåëÿëèñü àòîìû âíåøíåé ïîâåðõíîñòè êëàñòåðà è ôîðìèðîâàëàñü åãî 
r-ðåäóöèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü. Êðîìå òîãî, áûëè èçìåðåíû ïëîùàäü 
ïîâåðõíîñòè è îáúåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëèýäðà. Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ 
êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2. 
 Ïðåèìóùåñòâîì èñïîëüçóåìîé ìîäåëè ïðåäñòàâëåíèÿ àòîìíîãî 
êëàñòåðà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëèýäðà ñóùåñòâóåò òî÷íîå 
âûðàæåíèå äëÿ åãî îáúåìà. Åñëè âíåøíÿÿ ïîâåðõíîñòü ïîëèýäðà çàäàíà â 
âèäå (1), òî åãî îáúåì ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
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ãäå Vi – îáúåì ïèðàìèäû ñ âåðøèíîé â òî÷êå P è îñíîâàíèåì  AiBiCi 
 

 
1

( )
6i i i i i iV A P A B BC . (26) 

 
Âåëè÷èíà Vi ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíîé, òàê è îòðèöàòåëüíîé 
âåëè÷èíîé â çàâèñèìîñòè îò òîãî, îðèåíòèðîâàí ëè òðåóãîëüíûé ïîëèãîí 
ïî íàïðàâëåíèþ ê P èëè íåò. Ïîýòîìó â (25) ôèãóðèðóåò ìîäóëü ñóììû. 
Òî÷êà P ìîæåò áûòü âûáðàíà ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíûì, íî åäèíûì äëÿ 
âñåãî ïîëèýäðà ñïîñîáîì. 
 

 
 

Ðèñ. 2 – Çàâèñèìîñòü ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè è îáúåìà ðàâíîâåñíîãî ËÄ-êëàñòåðà 
îò ÷èñëà ÷àñòèö 
 

 Ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëèâ äëÿ çàäàííîãî êëàñòåðà åãî îáúåì V  – 
ìîìåíò íóëåâîãî ïîðÿäêà, ìû âñåãäà ìîæåì îöåíèòü îòíîñèòåëüíóþ 
òî÷íîñòü  òðåõìåðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ìåòîäîì ÌÊ 
 

 theor

theor

V V
V

. (27) 

 

 Òàêèì  îáðàçîì  ìîæíî  îïðåäåëèòü  ÷èñëî  èñïûòàíèé  ïðè  
èíòåãðèðîâàíèè ìåòîäîì ÌÊ, êîòîðîå ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü çàäàííîé 
òî÷íîñòè ïðè âû÷èñëåíèè ìîìåíòîâ (8). 
 Äëÿ 10 7 èñïûòàíèé ïðè èíòåãðèðîâàíèè ìåòîäîì ÌÊ ïîëó÷åííàÿ 
çàâèñèìîñòü (n)  äëÿ  ðàâíîâåñíûõ  ËÄ-êëàñòåðîâ  ïîêàçàíà  íà  ðèñ.  3.  Èç  
ðèñóíêà âèäíî, ÷òî äëÿ òàêîãî ÷èñëà èñïûòàíèé èíòåãðèðîâàíèå ìåòîäîì 
ÌÊ  ïîçâîëÿåò  îöåíèòü  âåëè÷èíó  ìîìåíòîâ  (8)  ñ  òî÷íîñòüþ  íå  õóæå  10 – 3 
(~ 0.1 %). 
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Ðèñ. 3 – Îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ îáúåìà ðàâíîâåñíîãî  
ËÄ-êëàñòåðà ïðè ÌÊ-èíòåãðèðîâàíèè äëÿ 10 7 èñïûòàíèé 
 
 

 
 

Ðèñ. 4 – Çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíûõ èíâàðèàíòîâ ìîìåíòîâ 1( )n , 2( )n  è 3( )n  

ðàâíîâåñíîãî ËÄ-êëàñòåðà îò ÷èñëà ÷àñòèö 
 
 

Íà âòîðîì øàãå ïîñëå ñìåùåíèÿ öåíòðà ìàññ êëàñòåðà çàäàííîãî 
ðàçìåðà â íà÷àëî êîîðäèíàò èçìåðÿëèñü ìîìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà è 
áåçðàçìåðíûå èíâàðèàíòû ìîìåíòîâ. Ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè 1( )n , 

2( )n  è 3( )n  ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïî ìåðå ðîñòà 
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÷èñëà ÷àñòèö â ËÄ-êëàñòåðå åãî ôîðìà âñå áîëåå ïðèáëèæàåòñÿ ê ôîðìå 
ñôåðû, îäíàêî ñõîäèìîñòü ÿâëÿåòñÿ íå ìîíîòîííîé. 

Èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé ìîæíî îæèäàòü, ÷òî çàïîëíåíèå î÷åðåäíîé 
îáîëî÷êè êëàñòåðà äîëæíî ïðèâîäèòü ê âîçíèêíîâåíèþ àòîìíîãî 
îáðàçîâàíèÿ ñ âûñîêîé ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé. Íà çàâèñèìîñòÿõ 

1( )n , 2( )n  è 3( )n  ýòî  äîëæíî  ïðîÿâëÿòüñÿ  â  âèäå  ëîêàëüíûõ  

ìàêñèìóìîâ  äëÿ  âñåõ  âåëè÷èí  îäíîâðåìåííî.  Èç  ðèñ.  4  âèäíî,  ÷òî  
äåéñòâèòåëüíî ïðè n  13 è n  55 íàáëþäàþòñÿ ÿðêî âûðàæåííûå 
ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò çàïîëíåíèþ ïåðâîé è 
âòîðîé èêîñàýäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê. 
 Îäíàêî äëÿ n  147 ïîäîáíûé ìàêñèìóì îòñóòñòâóåò. Ïðè÷èíîé ýòîãî 
ìîæåò áûòü òî, ÷òî ïîñëå çàïîëíåíèÿ òðåòüåé îáîëî÷êè ôîðìà ËÄ-
êëàñòåðà âûõîäèò íà ìàêðîñêîïè÷åñêèé ñôåðè÷åñêèé ïðåäåë. 
Ïîëó÷åííûé  ðåçóëüòàò  ñîãëàñóåòñÿ  ñ  îáùèì  óòâåðæäåíèåì  î  òîì,  ÷òî  â  
êëàñòåðàõ, ñîäåðæàùèõ áîëåå 100 ÷àñòèö, çàâèñèìîñòü ôèçè÷åñêèõ 
ñâîéñòâ îò ðàçìåðà ÿâëÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíî ãëàäêîé [11]. 
 
4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ 
 

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä èçìåðåíèÿ ôîðìû ëîêàëüíîãî 
àòîìíîãî îáðàçîâàíèÿ, îáëàäàþùåãî õîðîøî îïðåäåëåííîé âíåøíåé 
ãðàíèöåé. Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû îïðåäåëåíèÿ íà àòîìíîì óðîâíå 
ïîäìíîæåñòâà àòîìîâ, ôîðìèðóþùèõ ñòðóêòóðíûé ýëåìåíò ñëåäóþùèõ 
óðîâíåé è îïèñàíèÿ õàðàêòåðèñòèê òàêîãî ïîäìíîæåñòâà êàê åäèíîãî 
öåëîãî. Îáÿçàòåëüíûì ýòàïîì ðåàëèçàöèè ëþáîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà 
ÿâëÿåòñÿ åãî òåñòèðîâàíèå. Â ðàáîòå ýòà ïðîöåäóðà âûïîëíåíà íà ïðèìåðå 
ìîäåëüíûõ êëàñòåðîâ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íàäåæíî óñòàíîâëåííûå 
îáùèå êà÷åñòâåííûå çàêîíîìåðíîñòè èçìåíåíèÿ èõ ñòðóêòóðû ïðè 
èçìåíåíèè ÷èñëà ÷àñòèö. Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ òåñòîâ ïîçâîëÿþò 
óòâåðæäàòü, ÷òî â ïðåäëîæåííîì ìåòîäå êîððåêòíî îòðàæàþòñÿ 
ôèçè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè, õàðàêòåðèçóþùèå òàêèå ñèñòåìû. Ñëåäóþùèé 
øàã ìîæåò ñîñòîÿòü â èññëåäîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê 
ïîäîáíûõ ñèñòåì è îïðåäåëåíèÿ íà ýòîé îñíîâå êîëëåêòèâíûõ ìîä 
äâèæåíèÿ è èõ ïàðàìåòðîâ. 
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Numerical technique for measurement the form of local atomic formation with well-
defined exterior boundary was presented. Algorithms were analyzed, necessary software 
was developed and tested for the model clusters. For the series of equilibrium clusters 
with Lennard-Jones interparticle interactions the form of clusters was measured. It was 
shown that for such clusters within the framework of proposed method both the 
oscillations of size-dependent properties and sequence of magic numbers are correctly 
reproduced. 
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Çàïðîïîíîâàíî ÷èñåëüíèé ìåòîä âèì³ðþâàííÿ ôîðìè ëîêàëüíîãî àòîìíîãî 
óòâîðåííÿ, ùî ìàº äîáðå âèçíà÷åíó çîâí³øíþ ãðàíèöþ. Ïðîâåäåíî àíàë³ç 
àëãîðèòì³â, ðîçðîáëåí³ íåîáõ³äíå ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ òà íà ïðèêëàä³ 
ìîäåëüíèõ êëàñòåð³â ïðîâåäåíå éîãî òåñòóâàííÿ. Âèêîíàíî âèì³ð ôîðìè 
ïîñë³äîâíîñò³ ð³âíîâàæíèõ êëàñòåð³â, âçàºìîä³ÿ ÷àñòîê ó ÿêî¿ îïèñóºòüñÿ 
ïîòåíö³àëîì Ëåííàðäà-Äæîíñà. Ïîêàçàíî, ùî â çàïðîïîíîâàíîìó ìåòîä³ äëÿ 
òàêèõ êëàñòåð³â êîðåêòíî â³äòâîðþþòüñÿ îñöèëÿö³¿ ðîçì³ðíèõ åôåêò³â òà 
ïîñë³äîâí³ñòü ìàã³÷íèõ ÷èñåë. 
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