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Íà îñíîâ³ ñòðîãî¿ åëåêòðîìàãí³òíî¿ òåîð³¿ ïðîâîäèòüñÿ äåòàëüíå äîñë³äæåííÿ 
àñèìïòîòè÷íî¿ ìîäåë³ ïðîöåñó âçàºìîä³¿ ïëîñêî¿ Å-ïîëÿðèçîâàíî¿ õâèë³ ç ñëàáêî 
íàïîâíåíîþ äîôðàêòàëüíîþ äèôðàêö³éíîþ ðåø³òêîþ. Äëÿ ìàòåìàòè÷íî¿ 
âïîðÿäêîâàíîñò³ ïðîïîíóºòüñÿ âçÿòè ïåâíó ñòàä³þ ïîáóäîâè äîñêîíàëî¿ ìíîæèíè 
Êàíòîðà ç³ çì³ííîþ ôðàêòàëüíîþ ðîçì³ðí³ñòþ. Äîñë³äæåííÿ áàçóºòüñÿ íà ìåòîä³ 
³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ç âèêîðèñòàííÿì àñèìïòîòè÷íîãî ï³äõîäó òà ôîðìóëè 
îáåðíåííÿ Êàðëåìàíà. Îòðèìàí³ àñèìïòîòè÷í³ ôîðìóëè äëÿ âèçíà÷åííÿ îñíîâíèõ 
åëåêòðîìàãí³òíèõ õàðàêòåðèñòèê òà ïðîâåäåí³ ÷èñåëüí³ åêñïåðèìåíòè ïî 
âèÿâëåííþ ôðàêòàëüíèõ âëàñòèâîñòåé äîôðàêòàëüíî¿ ðåø³òêè. 
 

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ÅËÅÊÒÐÎÌÀÃÍ²ÒÍ² ÕÂÈË², ÔÐÀÊÒÀËÜÍÅ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß, 
ÄÈÔÐÀÊÖ²ÉÍ² ÐÅØ²ÒÊÈ, ²ÍÒÅÃÐÂËÜÍ² Ð²ÂÍßÍÍß. 
 

(Îäåðæàíî 01.11.2010, ó â³äðåäàãîâàí³é ôîðì³ – 13.02.2011,  
îïóáë³êîâàíî îíëàéí – 02.04.2011) 
 
1. ÂÑÒÓÏ 
 

Òåîð³ÿ ïåð³îäè÷íèõ äèôðàêö³éíèõ ðåø³òîê (ÄÐ) ñòð³÷êîâîãî òèïó òà 
ð³çíèõ ìîäèô³êàö³é ñâîãî ÷àñó áóëà ´ðóíòîâíî ðîçðîáëåíà øêîëîþ 
õàðê³âñüêèõ ðàä³îô³çèê³â [1-3]. Ç ïîÿâîþ òåîð³¿ ôðàêòàë³â ïî÷àëîñü 
äîñë³äæåííÿ òàê çâàíèõ «ôðàêòàëüíèõ» ÄÐ, àëå òåðì³í «ôðàêòàë» äî ñèõ 
ï³ð íå ìàº ÷³òêîãî îçíà÷åííÿ ³ òëóìà÷èòüñÿ äîñèòü â³ëüíî. Ç ð³çíîìàí³òòÿ 
«ôðàêòàëüíèõ» îá’ºêò³â ð³çíîãî ðîäó ìîæíà âèä³ëèòè äîñèòü øèðîêèé ¿õ 
êëàñ,  òàê  çâàíèõ  ñàìîïîä³áíèõ  ôðàêòàë³â,  äëÿ  ÿêîãî  ìîæíà  äàòè  ÷³òêå  
ìàòåìàòè÷íå îçíà÷åííÿ, ÿê ìíîæèíè ðîçì³ðí³ñòü Õàóñäîðôà (ÐÕ), ÿêî¿ º 
ñòðîãî á³ëüøîþ çà ¿¿ òîïîëîã³÷íó ðîçì³ðí³ñòü [4]. 
 Ó äàí³é ñòàòò³ ðîçãëÿäàþòüñÿ äîôðàêòàëüí³ ÄÐ ó âèãëÿä³ ñèñòåì ñòð³÷îê, 
ùî ðîçòàøîâóþòüñÿ ó â³äïîâ³äíîñò³ ç ñåãìåíòàìè, ÿê³ óòâîðþþòü ïåâíó 
ñòàä³þ ïîáóäîâè äîñêîíàëî¿ ìíîæèíè Êàíòîðà (ÄÌÊ) ç³ çì³ííîþ ôðàê-
òàëüíîþ ðîçì³ðí³ñòþ [5]. Ñë³ä â³äçíà÷èòè, ùî ââåäåíèé òåðì³í «äîôðàê-
òàëüí³» ÄÐ ïåðåäáà÷àº íå íåñê³í÷åííó ïîñë³äîâí³ñòü åëåìåíò³â äèôðàêö³éíî¿ 
ðåø³òêè  ïî  ïðàâèëó  âèáðàíîãî  ôðàêòàëó,  à,  â  ïåðøó  ÷åðãó,  ¿õ  îáìåæåíó  
ê³ëüê³ñòü. Òîìó öåé òåðì³í ìîæíà òëóìà÷èòè òàêîæ ÿê óñ³÷åíèé, ðåäóêî-
âàíèé, âêîðî÷åíèé ôðàêòàë, ìàéæå ôðàêòàë àáî êâàç³ôðàêòàë. Ïðè öüîìó 
ïîñòàíîâêà åëåêòðîäèíàì³÷íî¿ çàäà÷³ º êëàñè÷íî ñòðîãîþ â ðàìêàõ ïåâíèõ 
òðàäèö³éíèõ ïðèïóùåíü [6]. Ìåòîþ äàíî¿ ñòàòò³ º ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
äèôðàêö³¿ ïëîñêî¿ åëåêòðîìàãí³òíî¿ õâèë³ íà ñê³í÷åíí³é äîôðàêòàëüí³é 
ïîñë³äîâíîñò³ åëåìåíò³â ðåø³òêè òà äåòàëüíèé àíàë³ç ðîçñ³ÿíèõ ïîë³â äëÿ 
àñèìïòîòè÷íîãî âèïàäêó ìîäåë³ ñëàáêî íàïîâíåíèõ ÄÐ. 
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2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×² 
 

Íà ñèñòåìó ç ïåâíî¿ ñê³í÷åíî¿ ê³ëüêîñò³ íåñê³í÷åííî òîíêèõ òà ³äåàëüíî 
ïðîâ³äíèõ öèë³íäðè÷íèõ ñòð³÷îê ç ïàðàëåëüíèìè êðàÿìè íàá³ãàº ïëîñêà 
åëåêòðîìàãí³òíà õâèëÿ. Ðîçòàøóâàííÿ ñòð³÷îê ó ñèñòåì³ ìàº áóòè ñòðîãî 
âïîðÿäêîâàíèì  ó  â³äïîâ³äíîñò³  ç  ð³çíèìè  ìàòåìàòè÷íèìè  çàêîíàìè,  ùî  
â³äïîâ³äàþòü ïðîöåñàì ïîáóäîâè ÄÌÊ ç³ çì³ííîþ ÐÕ. Òîìó ñë³ä 
äåòàë³çóâàòè ïîñòàíîâêó çàäà÷³ ç â³äîáðàæåííÿì âêàçàíî¿ íîâî¿ 
ìàòåìàòè÷íî¿ âïîðÿäêîâàíîñò³ ðîçòàøóâàííÿ ñòð³÷îê. 
 Îñê³ëüêè òâ³ðí³ ñòð³÷îê º ïàðàëåëüíèìè, òî ð³âíÿííÿ Ìàêñâåëëà 
ðîçïîä³ëÿþòüñÿ íà äâ³ íåçàëåæí³ ñèñòåìè ð³âíÿíü â³äíîñíî âèä³ëåíèõ 
êîìïîíåíò åëåêòðè÷íîãî òà ìàãí³òíîãî ïîë³â. ¯õ ðîçâ’ÿçàííÿ ïðèâîäèòü äî 
äâîâèì³ðíîãî  ð³âíÿííÿ  Ãåëüìãîëüöà  òà  äâîõ  òèï³â  ãðàíè÷íèõ  óìîâ  íà  
åëåìåíòàõ  íàïðÿìíèõ  ðîçñ³þâà÷à.  Ç  ìàòåìàòè÷íî¿  òî÷êè  çîðó  ìàºìî  
çîâí³øí³ çàäà÷ó Ä³ð³õëå (Å-ïîëÿðèçàö³ÿ) òà çàäà÷ó Íåéìàíà (Í-
ïîëÿðèçàö³ÿ)  äëÿ  âêàçàíîãî  ð³âíÿííÿ.  Ö³  çàäà÷³  ìàþòü  ºäèíèé  ðîçâ’ÿçîê  
ïðè âèêîíàíí³ óìîâè âèïðîì³íþâàííÿ íà íåñê³í÷åíîñò³ (çà 
Çîììåðôåëüäîì) òà óìîâ ó ãðàíè÷íèõ òî÷êàõ äóã çà ôîðìîþ Ìåéêñíåðà [7]. 
 Äëÿ äîñë³äæåííÿ ñôîðìóëüîâàíèõ âèùå çîâí³øí³õ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ 
ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè çàñòîñîâóºìî êëàñè÷íèé ìåòîä ³íòåãðàëüíèõ 
ð³âíÿíü(²Ð), ÿêèé íå ò³ëüêè çìåíøóº ðîçì³ðí³ñòü çàäà÷³, àëå é ïåðåâîäèòü 
çîâí³øíþ çàäà÷ó ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè äî ðîçâ’ÿçàííÿ ²Ð íà â³äïîâ³äí³é 
îáìåæåí³é ê³ëüê³ñòü ãëàäêèõ äóã, ùî çíà÷íî ñïðîùóº ïðîáëåìó. Îêð³ì 
òîãî,  ²Ð  º  á³ëüø  çðó÷íèìè  ìàòåìàòè÷íèìè  ìîäåëÿìè  ó  ïîð³âíÿíí³  ç  
êðàéîâèìè ÷è ãðàíè÷íèìè çàäà÷àìè äëÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ó 
÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ ïî â³äíîøåííþ äî ¿õ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ íà ÅÎÌ 
òà àñèìïòîòè÷íîãî àíàë³òè÷íîãî ðîçâ’ÿçêó. 
 Ïåðøîþ ³ ºäèíîþ ó ö³é ñòàòò³ ðîçãëÿäàºìî çîâí³øíþ çàäà÷ó Ä³ð³õëå 
äëÿ äâîâèì³ðíîãî ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà, ùî â³äïîâ³äàº çàäà÷³ äèôðàêö³¿ 
ïëîñêî¿ åëåêòðîìàãí³òíî¿ õâèë³ ó ÿêî¿ âåêòîð íàïðóæåíîñò³ åëåêòðè÷íîãî 
ïîëÿ ïàðàëåëüíèé òâ³ðí³é ñòð³÷îê (Å-ïîëÿðèçàö³ÿ). 
 Âèêîðèñòàâøè ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà äëÿ 
äâîâèì³ðíîãî â³ëüíîãî ïðîñòîðó òà ìåòîä ²Ð îòðèìàºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü 
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Òóò (1)
0 ( )H z —  ôóíêö³ÿ  Õàíêåëÿ  ïåðøîãî  ðîäó  ç  íóëüîâèì  ïîðÿäêîì  

(³íäåêñîì), ôóíêö³¿ ( )n
mx t  º âèõ³äíèìè çì³ííèìè ïðîöåñó ïîáóäîâè ÄÌÊ 

ç³ çì³ííîþ ÐÕ, q1 –  ïåðøà ñêëàäîâà íàïðÿìíîãî âåêòîðà ïëîñêî¿  õâèë³.  
Ùîá íàäàòè ö³é ñèñòåì³, ÿêà º îñíîâíîþ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ïðîöåñó 
ðîçñ³þâàííÿ, çóïèíèìîñü äàë³ íà ïðîöåñ³ ïîáóäîâè ÄÌÊ ç³ çì³ííîþ ÐÕ, 
ùî òóò áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñü. 
 
3. ÏÐÎÖÅÑ ÏÎÁÓÄÎÂÈ ÄÌÊ Ç² ÇÌ²ÍÍÎÞ ÐÕ 
 

Õàðàêòåðíîþ ðèñîþ äîñêîíàëî¿ ìíîæèíè Êàíòîðà º ïðîñòîòà ïî÷àòêîâîãî 
îá’ºêòà òà ³òåðàö³éíèé ïðèíöèï òâîðåííÿ. ¯¿ ïîáóäîâó ïî÷èíàºìî ç 
ñåãìåíòà äîâæèíîþ 2a. Ç éîãî ñåðåäèíè â³äáåðåìî ³íòåðâàë äîâæèíîþ 2b, 
çâ³ñíî a > b. Îòðèìàí³ äâà ñåãìåíòè íàçâåìî óòâîðþâà÷åì äàíî¿ ìíîæèíè, 
÷è ¿¿ ïåðøîþ ñòàä³ºþ ïîáóäîâè. Íà ðèñóíêó 1 ïîêàçàíî ïî÷àòêîâèé ñåãìåíò 
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(÷îðíà  ë³í³ÿ  íà  îñ³  àáñöèñ)  òà  òðè  ñòàä³¿  ïîáóäîâè:  äâà  ñåãìåíòè  ïåðøî¿  
ñòàä³¿ çîáðàæåí³ ÷åðâîíèì êîëüîðîì. 
 Ùîá îá’ºêò áóâ ñàìîïîä³áíèì, çìåíøóºìî óòâîðþâà÷ äî ðîçì³ðó 
îêðåìîãî éîãî ñåãìåíòà ³ çàì³ùóºìî ¿õ. Ïðè öüîìó îòðèìàºìî ÷îòèðè 
ñåãìåíòè, çìåíøåí³ â³ä ïîïåðåäí³õ ó 2a/(a – b) > 2 ðàç³â, ÿê³ çîáðàæåí³ 
íà ðèñóíêó 1 ÷îðíèì êîëüîðîì íà ð³âí³ y 0.2. Çîêðåìà, êîëè b a/3 
ìàºìî 3, òîáòî êîåô³ö³ºíò ñàìîïîä³áíîñò³ êëàñè÷íî¿ ÄÌÊ. 
 

 
 

Ðèñ. 1 – Ñòàä³¿ ïîáóäîâè ÄÌÊ ç ÐÕ 0.5 
 

Íàñòóïíèé êðîê – ïåðåõ³ä äî òðåòüî¿ ñòàä³¿ ïîáóäîâè ôðàêòàëó – ùå îäíå 
çìåíøåííÿ óòâîðþâà÷à ó  ðàç³â ³ çàì³ùåííÿ ñåãìåíò³â äðóãî¿ ñòàä³¿, 
ïðèâîäèòü äî âîñüìè ñåãìåíò³â,  çîáðàæåíèõ ÷åðâîíèì êîëüîðîì íà ð³âí³  
y 0.3. Êîëè ïðîäîâæèòè öåé ïðîöåñ íåîáìåæåíî, òî óòâîðèòüñÿ 
äîñêîíàëà  ìíîæèíà  äåùî  â³äì³ííà  â³ä  êëàñè÷íî¿,  ÿêà  º  ¿¿  ÷àñòèííèì  
âèïàäêîì. Òîìó ìîæíà âåñòè ìîâó ïðî ö³ëèé êëàñ äîñêîíàëèõ ìíîæèí, 
ùî çàëåæàòü â³ä êîåô³ö³ºíòà ñàìîïîä³áíîñò³ . 
 Îá÷èñëåííÿ ðîçì³ðíîñò³ Õàóñäîðôà, ïîä³áíî äî êëàñè÷íî¿ ÄÌÊ, 
ïðèâîäèòü äî âèðàçó ln2/ln . Ä³éñíî, ïðè ïîáóäîâ³ íà n-òîìó êðîö³ ìàºìî 
2n ³íòåðâàë³â äîâæèíîþ (a – b)/ n – 1 êîæíèé. Òîä³ ì³í³ìàëüíèì -
ïîêðèòòÿì ç (a – b)/ n – 1 áóäå ïîêðèòòÿ ç 2n åëåìåíò³â, òîáòî 
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Çâ³äñè ãðàíè÷íèé ïåðåõ³ä (a – b)/ n – 1  0  ò³ëüêè ó âèïàäêó 2/  s 1 
äàº â³äì³ííå â³ä íåñê³í÷åííîñò³ òà íóëÿ çíà÷åííÿ õàóñäîðôîâî¿ s-ì³ðè [8]. 
Äëÿ âèçíà÷åííÿ êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ s, ÿêå ³ º ðîçì³ðí³ñòþ Õàóñäîðôà, 
ëîãàðèôìóºìî òîòîæí³ñòü 2  s. Â ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî çàçíà÷åíèé âèðàç 
s=ln2/ln . Îñê³ëüêè êîåô³ö³ºíò ñàìî ïîä³áíîñò³  º á³ëüøèì çà äâ³éêó, òî 
ðîçì³ðí³ñòü Õàóñäîðôà äîñêîíàëî¿ ìíîæèíè çì³íþºòüñÿ â ³íòåðâàë³ (0, 1). 
 Çàâäÿêè ñàìîïîä³áíîñò³ ïðîöåñ ïîáóäîâè ìîæíà äîñèòü ïðîñòî ôîðìà-
ë³çóâàòè ìàòåìàòè÷íî ë³í³éíèìè ôóíêö³ÿìè, ùî º âàæëèâèì äëÿ íàäàííÿ 
êîíêðåòíîñò³  ð³âíÿííÿì  (1).  Çîêðåìà,  ïåðøà  ñòàä³ÿ  ïîáóäîâè  ç  óðàõó-
âàííÿì íîðìóâàííÿ íà äîâæèíó õâèë³ (äâà ñåãìåíòè â³äíîñíîãî ðîçì³ðó 
2 , ðîçòàøîâàí³ íà â³äíîñí³é â³äñòàí³ 2(  – ) îäèí â³ä îäíîãî) ìîæå áóòè 
çàäàíà ôóíêö³ÿìè 1 ( ) ( 1)mmx t t , m 1.2. Ñåãìåíòè äðóãî¿ ñòàä³¿ 

ïîáóäîâè ÄÌÊ ôîðìàë³çóþòüñÿ ôóíêö³ÿìè 2
2 2( ) ( 1) ( )m

mx t t  
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äëÿ m 1.4 òà 2
2 2( ) ( 1) ( )m

mx t t  äëÿ m 2.3, äå 2  / , 

2  / , 1 + /  > 2. Äëÿ äîâ³ëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, ùî 
âèçíà÷àº ñòàä³þ ïîáóäîâè, ìàºìî âïîðÿäêîâàíó ïîñë³äîâí³ñòü ôóíêö³é 

( )n
mx t , äå íèæí³é ³íäåêñ m  1, …, 2n. 

 Ñèñòåìó ñèíãóëÿðíèõ ²Ð (1) ìîæíà ââàæàòè îñíîâíîþ ìàòåìàòè÷íîþ 
ìîäåëëþ ïðîöåñó ðîçñ³þâàííÿ ïëîñêî¿ Å-ïîëÿðèçîâàíî¿ åëåêòðîìàãí³òíî¿ 
õâèë³ ç ïëîñêîþ äîôðàêòàëüíîþ ðåø³òêîþ. 
 
4. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÍÀ ÌÎÄÅËÜ ÐÎÇÑ²ÞÂÀÍÍß Å-ÏÎËßÐÈÇÎÂÀÍÍÎ¯ 

ÕÂÈË² ÄÎÔÐÀÊÒÀËÜÍÎÞ ÄÐ 
 

Ï³ä ÷àñ òâîðåííÿ ÄÌÊ ïàðàìåòð n çìåíøóºòüñÿ íå ìåíøå í³æ óäâ³÷³ ïðè 
ïåðåõîä³ â³ä äåÿêî¿ ñòàä³¿ ïîáóäîâè äî íàñòóïíî¿. Òîìó ïî÷èíàþ÷è ç 
ïåâíî¿ ñòàä³¿ òâîðåííÿ éîãî ìîæíà ââàæàòè íàñò³ëüêè ìàëèì íàñê³ëüêè 
öå  ïîòð³áíî  ³  òàêèì  ÷èíîì  ìîæíà  ðîçðàõîâóâàòè  íà  åôåêòèâí³ñòü  
àñèìïòîòè÷íî¿ ìîäåë³ âóçüêèõ ñòð³÷îê, ÷è òî÷í³øå ñëàáêî íàïîâíåíî¿ ÄÐ. 
 Îñê³ëüêè ( ) ( ) ( )n n

m m nx x t t , äå (0) (0)n n
m mx x  çà 

àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ º â³äñòàííþ ì³æ öåíòðàìè ñòð³÷îê ç íîìåðàìè  
òà m, òî çíåõòóâàâøè äîäàíêàìè, ùî ìàþòü ïåðøèé ïîðÿäîê ìàëîñò³ 
â³äíîñíî n ïðèõîäèìî  äî  ñèñòåìè  ñèíãóëÿðíèõ  ²Ð  ç  ÿâíî  âèä³ëåíîþ  
ëîãàðèôì³÷íîþ îñîáëèâ³ñòþ  
 

 
1 2

1
11

( ) ln exp[ (0)], 1,...,2
n

n n
m m

m
j t t dt j R i q x . (2) 

 

Òóò íåä³àãîíàëüí³ êîåô³ö³ºíòè (1)
0 2 ,m mR H i m  à íà ä³àãîíàë³ – 

R   ln( n/2i). Ñêîðèñòàâøèñü â³äîìîþ ôîðìóëîþ îáåðíåííÿ Ò. Êàðëåìàíà 
îòðèìàºìî âåêòîðíå ð³âíÿííÿ íàñòóïíîãî òèïó: 
 

 
2

( )
1 ln 2
n nj q

j t
t

 (3) 

 

Òóò âåêòîð-ôóíêö³ÿ ( )j t  ñêëàäåíà ç êîìïîíåíò íåâ³äîìèõ ôóíêö³é jm(t); 

n – â³äîìà ìàòðèöÿ â³äïîâ³äíîãî ðîçì³ðó, åëåìåíòè ÿêî¿ R m  íàâåäåí³ 

âèùå; 
1

1
( )j j t dt , 0( )n nq q  –  â³äîìèé  âåêòîð-ñòîâï÷èê,  ñêëàäåíèé  ç  

ïðàâèõ  ÷àñòèí  ñèñòåìè  (2)  0exp[ cos (0)]ni x ,  0 êóò ï³ä ÿêèì íàá³ãàº 

ïëîñêà õâèëÿ íà ðåø³òêó. 

 Ùîá çíàéòè íåâ³äîìèé âåêòîð j , â³çüìåìî ³íòåãðàëè â³ä îáîõ ÷àñòèí 
âåêòîðíîãî ð³âíÿííÿ (3), òîä³ âèíèêíå ñèñòåìà ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ 
ð³âíÿíü, ùî ìàº íàñòóïíó ìàòðè÷íó ôîðìó: 
 

 ( ln 2 ) .n n nE j q  (4) 
 

äå En –  îäèíè÷íà  ìàòðèöÿ,  ïðè  öüîìó  øóêàíà  âåêòîð-ôóíêö³ÿ  ìàº  
íàñòóïíèé âèãëÿä: 
 

 2( ) / 1j x j x . 
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 Îòæå, ç ìàòåìàòè÷íî¿ òî÷êè çîðó, çàäà÷ó ðîçñ³þâàííÿ ïëîñêî¿ 
åëåêòðîìàãí³òíî¿ õâèë³ ñèñòåìîþ ñòð³÷îê, ùî óòâîðþº äîôðàêòàëüíó ÄÃ, 
ó  ðàìêàõ  çðîáëåíèõ  ïðèïóùåíü  ìîæíà  ââàæàòè  âèð³øåíîþ.  Äàë³  
ïåðåéäåìî äî ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â ïî âèçíà÷åííþ îäí³º¿ ç îñíîâíèõ 
õàðàêòåðèñòèê – ä³àãðàìè ñïðÿìîâàíîñò³, ÿêà äîïîìîæå âèÿâèòè 
ôðàêòàëüí³ âëàñòèâîñò³ ÄÔÄÃ. 
 
5. ×ÈÑÅËÜÍÈÉ ÀÍÀË²Ç Ä²ÀÃÐÀÌ ÑÏÐßÌÎÂÀÍÎÑÒ² 
 

Ï³ñëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷i, ðîçñ³ÿíå åëåêòðîìàãí³òíå ïîëå 
íàâêîëî ðîçñ³þâà÷à ìîæíà ïîäàòè çà äîïîìîãîþ ôóíêö³¿, ùî 
âèçíà÷àºòüñÿ ñóìîþ ³íòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü ðîçâ’ÿçêó j  (t) [6]: 
 

 
12

(1) 2 2
0

1 1

( , ) ( ) ( ( ( )) )
4

ni
x y j t H x x t y dt .  

 

Çâ³äñè çà â³äîìîþ ñõåìîþ îòðèìóþòü ðîçñ³ÿíå åëåêòðîìàãí³òíå ïîëå ó 
äàëüí³é çîí³, ÿêå ìàº çíà÷íèé ô³çè÷íèé ³íòåðåñ [6]. Çà çâè÷àé ïðè 
ãåîìåòðè÷í³é ïðåçåíòàö³¿ ö³º¿ õàðàêòåðèñòèêè áóäóþòü ãðàô³êè 
êîåô³ö³ºíòà [6, 7] 2

1

ˆ
( ) 0.5 (cos )

n
A i j , äå êàïåëþøîê íàä ë³òåðîþ 

ïîçíà÷àº ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º, ÿêèé õàðàêòåðèçóº ðîçïîä³ë ïîëÿ ó äàëåê³é 
çîí³  â  çàëåæíîñò³  â³ä  ïîëÿðíîãî  êóòà.  Ó  âèïàäêó  àñèìïòîòè÷íî¿  ìîäåë³  

( ) [ ( cos ), ] 2 2T
nA i q j . ×èñåëüíèé åêñïåðèìåíò ïðîâîäèòüñÿ ç 

ìåòîþ âèÿâëåííÿ ôðàêòàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ÄÃ. Ùîá öå çðîáèòè ïîð³â-
íþºìî ãðàô³êè çàëåæíîñò³ |A( )| â³ä ïîëÿðíîãî êóòà äëÿ ÄÃ, ùî 
â³äïîâ³äàþòü ñóñ³äí³ì ñòàä³ÿì òâîðåííÿ ÄÌÊ. Íà ðèñóíêó 2 íàâåäåí³ äëÿ 
çíà÷åííÿ 0  /2 ä³àãðàìè ñïðÿìîâàíîñò³ ÄÃ, ùî â³äïîâ³äàþòü ïåðø³é 
(ñóö³ëüíà ë³í³ÿ, n 1) òà äðóã³é ñòàä³ÿì òâîðåííÿ ÄÌÊ ç ÐÕ 0.2 (äëÿ âñ³õ 

/31). Òóò ñë³ä âêàçàòè íà òå, ùî ïîïåðå÷íèé ðîçì³ð ÄÃ º áëèçüêèì äî 
äîâæèíè õâèë³. 

+ 3 /4:   + :  

+ 3 /2:  + 2 :  

+ 5 /2:  + 3 :  
 

Ðèñ. 2 – Ä³àãðàìè ñïðÿìîâàíîñò³ äîôðàêòàëüíî¿ ðåø³òêè, ùî â³äïîâ³äàº ïåðø³é 
òà äðóã³é ñòàä³ÿì òâîðåííÿ ÄÌÊ (   /31) 
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 Â ìåæàõ ïðèïóùåíü àñèìïòîòè÷íî¿ ìîäåë³ ôîðìè ä³àãðàì ñïðÿìîâàíîñò³ 
äëÿ ð³çíèõ n îäíàêîâ³,  õî÷à  º  â³äì³íà  â  ðîçì³ðàõ,  áî  ìàºìî  ð³çíå  
íàïîâíåííÿ ÄÔÄÐ. Êîëè ïåðåéòè äî òðåòüî¿ ñòàä³¿ òâîðåííÿ, ðîçì³ð áóäå 
ùå  ìåíøèì,  àëå  ôîðìà  íå  çì³íèòüñÿ.  Öå  ñâ³ä÷èòü  ïðî  òå,  ùî  ôîðìà  
ä³àãðàìè ñïðÿìîâàíîñò³ º çàãàëüíîþ âëàñòèâ³ñòþ äëÿ âñ³õ ÄÔÄÐ 
ïî÷èíàþ÷è  ç  ïåðøî¿  ñòàä³¿  òâîðåííÿ,  àëå  ò³ëüêè  äëÿ  âêàçàíèõ  ñï³â-
â³äíîøåíü ì³æ äîâæèíîþ õâèë³ òà ïî÷àòêîâèõ ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòð³â. 
Ç³ çìåíøåííÿì äîâæèíè õâèë³ âñå á³ëüøå ïðîÿâëÿþòüñÿ îêðåì³ åëåìåíòè 
ïåðøî¿ ñòàä³¿ òâîðåííÿ, ó òîé ÷àñ ÿê îêðåì³ åëåìåíòè äðóãî¿ ñòàä³¿ ùå íå 
â³ä÷óòí³.  Êîëè  äàë³  çìåíøóâàòè  äîâæèíó  õâèë³,  òî  ïàðàìåòð   ïåðåñòàº 
áóòè ìàëèì ³ âèïàäîê n 1 âæå âèõîäèòü çà ìåæ³ ä³¿ äàíî¿ àñèìïòîòè÷íî¿ 
ìîäåë³, àëå ïàðàìåòð 2  /  çàëèøàºòüñÿ ìàëèì ³ âèïàäîê n 2 ùå äàº 
âïåâíåí³ ðåçóëüòàòè. Òîìó ïåðåõîäèìî äî ïîð³âíÿííÿ éîãî ç âèïàäêîì n 3 
– íàñòóïíîþ (òðåòüîþ) ñòàä³ºþ òâîðåííÿ ÄÌÊ. Òóò âæå ïðîÿâëÿþòüñÿ 
îêðåì³ åëåìåíòè äðóãî¿ ñòàä³¿ òâîðåííÿ, à îêðåì³ åëåìåíòè òðåòüî¿ ñòàä³¿ 
ùå íå â³ä÷óòí³. Íà ðèñóíêó 3 íàâåäåí³ ä³àãðàìè íàïðàâëåíîñò³ ÄÔÄÐ, ùî 
â³äïîâ³äàþòü äðóã³é (òåìíà ë³í³ÿ) òà òðåò³é (÷åðâîíà ë³í³ÿ) ñòàä³ÿì 
òâîðåííÿ ÄÌÊ ç ò³ºþ æ ÐÕ 0.2 òà ç òèì æå ñï³ââ³äíîøåííÿì /31. 
 Çàçíà÷èìî, ùî òóò ïîïåðå÷íèé ðîçì³ð ÄÐ çíà÷íî ïåðåâèùóº äîâæèíó 
õâèë³, àëå ðåø³òêà, ùî â³äïîâ³äàº äðóã³é ñòàä³¿, ìàº äâ³ äîñèòü â³ääàëåí³ 
ï³äðåø³òêè (íà ðèñóíêó 1 âîíè çîáðàæåí³ ÷îðíèì êîëüîðîì íà ð³âí³ y 0.2), 
ïîïåðå÷íèé ðîçì³ð ÿêèõ, ùî âèçíà÷àºòüñÿ ïàðàìåòðîì ,  º  áëèçüêèì  äî  
äîâæèíè õâèë³. 
 Ïðîâåäåí³ ÷èñåëüí³ åêñïåðèìåíòè ç îá÷èñëåííÿì îäí³º¿ ç îñíîâíèõ 
õàðàêòåðèñòèê ÄÐ – ¿¿ ä³àãðàìè ñïðÿìîâàíîñò³, ïîêàçóþòü íà ìîæëèâ³ñòü 
âèÿâëÿòè ôðàêòàëüí³ âëàñòèâîñò³ äîôðàêòàëüíîãî îá’ºêòà çà äîïîìîãîþ 
ö³º¿ õàðàêòåðèñòèêè. 
 

  /2:    :  

  2 :  
 

Ðèñ. 3 – Ä³àãðàìè ñïðÿìîâàíîñò³ äîôðàêòàëüíî¿ ðåø³òêè, ùî â³äïîâ³äàº äðóã³é 
òà òðåò³é ñòàä³ÿì òâîðåííÿ ÄÌÊ ( 0  /2) 
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6. ÂÈÑÍÎÂÊÈ 
 

Â ðîáîò³ äåòàëüíî äîñë³äæóºòüñÿ àñèìïòîòè÷íà ìîäåëü ïðîöåñó âçàºìîä³¿ 
ïëîñêî¿ Å-ïîëÿðèçîâàíî¿ õâèë³ ç³ ñëàáêî íàïîâíåíîþ äîôðàêòàëüíîþ 
ðåø³òêîþ. Äëÿ ìàòåìàòè÷íî¿ âïîðÿäêîâàíîñò³ íàïðÿìíèõ ÄÐ ïðîïîíóºòüñÿ 
âçÿòè ïåâíó ñòàä³þ ïîáóäîâè äîñêîíàëî¿ ìíîæèíè Êàíòîðà ç³ çì³ííîþ 
ðîçì³ðí³ñòþ Õàóñäîðôà, ùî âèçíà÷àºòüñÿ âèðàçîì ln2/ln . Äîñë³äæåííÿ 
ïðîâîäèòüñÿ íà îñíîâ³ ñòðîãî¿ åëåêòðîìàãí³òíî¿ òåîð³¿ çà ìåòîäîì 
³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ç âèêîðèñòàííÿì àñèìïòîòèê òà ôîðìóëè îáåðíåííÿ 
Êàðëåìàíà. Îòðèìàí³ àñèìïòîòè÷í³ âèðàçè âèõ³äíèõ çì³ííèõ ìàòåìà-
òè÷íî¿  ìîäåë³  çà  ÿêèìè  âèçíà÷àºòüñÿ  îäíà  ç  îñíîâíèõ  õàðàêòåðèñòèê  –  
ä³àãðàìà íàïðàâëåíîñò³ äîôðàêòàëüíî¿ ðåø³òêè, ùî âèÿâëÿº ôðàêòàëüí³ 
âëàñòèâîñò³ ÄÐ. 
 

INTERACTION OF E-POLARIZED WAVE WITH PREFRACTAL WEAKLY 
FILLED DIFFRACTION GRATINGS (an asymptotical model) 
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An asymptotical model of E-polarized electromagnetic wave interaction with weakly 
filled prefractal diffraction grating (PFDG) is considered in details on the base of 
rigorous electromagnetic theory. A stage of construction for Cantor set with variable 
Hausdorff dimension is used for PFDG order. An integral equation technique with 
usage of asymptotical approach and Carleman inversion formula is applied. Asymp-
totical formulas for determination of the main electromagnetic characteristics are 
obtained. Numerical experiments are done to find the fractal properties of the pre-
fractal grating. 
 
Keywords: ELECTROMAGNETIC WAVES, FRACTAL MODELING, DIFFRACTION 
GRATINGS, INTEGRAL EQUATIONS. 
 

ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ Å ÏÎËßÐÈÇÎÂÀÍÍÎÉ ÂÎËÍÛ Ñ ÄÎÔÐÀÊÒÀËÜÍÎÉ 
ÑËÀÁÎ ÍÀÏÎËÍÅÍÍÎÉ ÄÈÔÐÀÊÖÈÎÍÍÎÉ ÐÅØÅÒÊÎÉ  

(àñèìïòîòè÷åñêàÿ ìîäåëü) 
 
Ã.È. Êîøåâîé1, À.À. Øìàòüêî2 
 
1 Íàöèîíàëüíûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò “ÕÀÈ” 
 óë. ×êàëîâà 17, 61070, Õàðüêîâ, Óêðàèíà 
 E-mail: gikosh@gmail.com 
2 Õàðüêîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Â.Í. Êàðàçèíà 
 ïë. Ñâîáîäû 4, 61077, Õàðüêîâ, Óêðàèíà 
 E-mail: alexandr.a.shmatko@univer.kharkov.ua 

 
 
 

mailto:gikosh@gmail.com
mailto:gikosh@gmail.com


 
 
26 Ã.². ÊÎØÎÂÈÉ, Î.Î.ØÌÀÒÜÊÎ  

 

Íà îñíîâå ñòðîãîé ýëåêòðîìàãíèòíîé òåîðèè ïðîâîäèòñÿ äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå 
àñèìïòîòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ ïëîñêîé Å-ïîëÿðèçîâàííîé 
âîëíû ñî ñëàáî íàïîëíåííîé äîôðàêòàëüíîé äèôðàêöèîííîé ðåøåòêîé. Äëÿ 
ìàòåìàòè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ âçÿòü íåêîòîðóþ ñòàäèþ ïîñòðîåíèÿ 
ñîâåðøåííîãî ìíîæåñòâà Êàíòîðà ñ èçìåíÿåìîé ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ. 
Èññëåäîâàíèå îñíîâàíî íà ìåòîäå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïðèìåíåíèåì 
àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîäõîäà è ôîðìóëû îáðàùåíèÿ Êàðëåìàíà. Ïîëó÷åíû àñèìïòî-
òè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ õàðàêòåðèñòèê è 
ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî îïðåäåëåíèþ ôðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ 
äîôðàêòàëüíîé ðåøåòêè. 
 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÛÅ ÂÎËÍÛ, ÔÐÀÊÒÀËÜÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ-
ÐÎÂÀÍÈÅ, ÄÈÔÐÀÊÖÈÎÍÍÛÅ ÐÅØÅÒÊÈ, ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß. 
 
ÑÏÈÑÎÊ Ë²ÒÅÐÀÒÓÐÈ 
 

1. Â.Ï. Øåñòîïàëîâ, Ìåòîä çàäà÷è Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà (Õàðüêîâ: Èçä-âî ÕÃÓ: 1971). 
2. Â.Ï. Øåñòîïàëîâ, Ë.Í Ëèòâèíåíêî, Ñ.À. Ìàñàëîâ, Â.Ã. Ñîëîãóá, Äèôðàêöèÿ 

âîëí íà ðåøåòêàõ( Õàðüêîâ: Èçä-âî ÕÃÓ: 1973). 
3. Â.Ï. Øåñòîïàëîâ, À.À. Êèðèëåíêî, Ñ.À. Ìàñàëîâ, Þ.Ê. Ñèðåíêî, Ðåçîíàíñíîå 

ðàññåÿíèå âîëí. Äèôðàêöèîííûå ðåøåòêè (Ê.: Íàóê. Äóìêà: 1986). 
4. Á. Ìàíäåëüáðîò, Ôðàêòàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ ïðèðîäû (Ì.: Èíñòèòóò Êîìïüþòåðíûõ 

Èññëåäîâàíèé: 2002). 
5. Ã.È. Êîøåâîé, Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû è ýëåêòðîííûå ñèñòåìû 12 ¹11, 28 

(2007). 
6. Ã.². Êîøîâèé, Ðàäèîôèçèêà è åëåêòðîíèêà 12, 3 (2007) (G.I. Koshovy, Telecommun. 

Radio Eng. 67, 1321 (2008)). 
7. Õ. Õåíë, À. Ìàóý, Ê. Âåñòïôàëü, Òåîðèÿ äèôðàêöèè (Ì.: Ìèð: 1964). 
8. À.Ä. Ìîðîçîâ, Ââåäåíèå â òåîðèþ ôðàêòàëîâ. (Ì.: Èíñòèòóò Êîìïüþòåðíûõ 

Èññëåäîâàíèé: 2002). 

http://dx.doi.org/10.1615/TelecomRadEng.v67.i15.10
http://dx.doi.org/10.1615/TelecomRadEng.v67.i15.10

